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Exercicios J

Geometria Descritiva & a ciéncia que tem por fim representar num plano
as figuras do espago de maneira tal que, nesse plano, se possam resolver todos os
problemas relativos a essas figuras. Ela foi criada no fim do século XVIII pelo ma
temético francés GASPAR MONGE. i

® Projecéo ortogonal de um ponto 3

A projegdo ortogonal de um ponto (A)
& o pé da perpendicular baixada do ponto

ao plano. Assim pois, na fig.1, A& a pro
jegdo do ponto (A) sobre o plano o (alfa).
Chama-se projetante de um ponto,a perpen
dicular baixada deste ponto ao plano de:
projegdo. Na fig.1 ao lado, (A)A & a pro A
jetante do ponto (A). (at)

Obs.: Um ponto individualizado no espago

— ponto objetivo — & representado por

uma letra maiGscula do alfabeto latino den Fig. ]
tro de um paréntese e sua projegdo pela

mesma letra sem parénteses.

DETERMINAGCAO DO PONTO

Para que um ponfo fique bem determinado, podemos empregar dois métodos diferen
tes: 2

eee método dos planos cotados;

eee método das projegdes.

No primeiro método, emprega - se apenas um plano de projegdo e a cota
do ponto. (Cota de um ponto & o comprimento da sua projetante). Nesse método,
o plano de projegdo & o plano horizontal tomado como plano de comparagdo e
€ ¢hamado Plano Cotado porque nele se inscreve a cota do ponto (positiva



2 PRINCIPE

acima e negativa abaixo desse plano). Uma reta por exemplo, ser& representada pe
la sua projegdo horizontal e pelas cotas de dois dos seus pontos. Assim, a retgq
(A)(B) da fig.2 seria representada pela pro
jegdo horizontal AB e as cotas dos dois
pontos, significando, no caso, que o ponto
(A) possui cota igual a duas unidades e o
ponto (B) igual a trés unidades.

Quanto ao segundo método, para que um
ponto fique bem determinado, uma s6 pro F|g2
jegdo ndo & suficiente, porque , confor
me vemos na fig. 3, o ponto A & a proje
gdo no plano (a), de qualquer ponto da
perpendicular ilimitada A (delta). A

Entdo para que um ponto fique bem deter
minado, emprega-se o método da dupla pr§
jegdo, de Monge, que veremos pouco mais
adiante, depois de estudarmos as pro A

jegoes. (33)
NOTA : O método das projegdes & o que
seguiremos no presente estudo

@ Classificac@o das projecdes

Suponhamos (fig.3A) um ponto (A) no espago, um plano qualquer (@) e um obser
vador em (O). Se fizermos passar por (A) um raio visual partindo de (O)até encon
trar o plano (@), vemos que A serd a projegdo de (A) sobre o plano de projegdo
(o) , e a reta (O)(A)A seré a projetante. O ponto (O) serd o centro de projegdo
e esse sistema chama-se Cénico ou Perspectivo (alguns autores chamam de Projegdo

Central).
(0) A/
(A)
(A)

/a S

(e¢) (e2)

Fig. 34 Fig. 38

DESCRITIVA | 3

Se considerarmos agora o ponto (O) langado ao infinito, conservando-se o mesmo
ponto (A) e o plano (@), a projetante serd paralela & uma diregdo A (delta) e
o sistema de projegdo chama-se Cilindrico ou Paralelo. Neste caso, — o
centro de projegdo langado ao infinito, — este ponto diz-se impréprio. As figuras
3C e 3D esclarecem melhor ao considerarmos uma reta (A)(B) projetada no plano
(a) quando o centro de projegdo estd a uma distdncia finita ou ndo do plano, fi-
cando assim bem caracterizadas as projegdes cdnicas ou cilindricas respectivamente.

(o]
o
( (B8) ( (6)
A,L/-—JB AM
() (at)

Fig.3c /

Ainda no caso das projegdes cilindricas, elas podem ser obliquas ou ortogonais con-
forme a diregdo de A seja ou ndo perpendicular ao plano de projegdio. A fig.3E nos
most ra uma projegdo cilindrica ortogonal.

Fig.30

m/“’)
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® Estudo do ponto

Ja conhecidas as diferentes projegSes, podemos entdo dizer em que consiste o mé-
todo da dupla projegdo de MONGE, para determinagdo de um ponto (A). Consiste
em determinar duas projegSes ortogonais
sobre dois planos perpendiculares, um ho
rizontal representado por (1) e outro
vertical(n ' )que se interceptam segundo
uma linha chamada linha de terra.
A A) (Fig. 4). Por convengdo, o ponto (O),cer_1
tro de projegdo, considera-se situado na
0| frente do plano vertical e acima do pla
‘no horizontal, e a uma distdncia infini
A ta deles. i

(x) Sobre cada plano, a'proje¢do do ponto
(A) é o pé da perpendicular baixada do
ponto sobre o plano. O ponto (A) fica

Flg 4 :er(r;)dAetennincdo pelas intersegdes (A) A

A projegdo no plano horizontal (1) de
um ponto (A) é, também por convencdo,
designada pela mesma letra maiGscula A, sem parénteses e no plano vertical (7 ')

ainda pela mesma letra com o sinal pouco acima e a direita de uma pequena linha
(A') que se & "A linha".

Os planos de projegdo, perpendiculares entre
si, formam quatro regides que sdo os diedros,

como se v& na fig. 5 e quatro semi-planos as-
sim chamados:
2°diedro (%) diedro

Horizontal Anterior: (TTA )

Horizontal Posterior: (TTP)

Vertical Superior: (m é )

Vertical Inferior: (m i)

- A} °

DESCRITIVA | 5

EPURA

Para que se possam representar no planoas
figuras do espago, faz-se o rebatimento
do plano vertical sobre o horizontal ( no
sentido contrdrio aos ponteiros do relégio),
que consiste em fazé-lo girar de 90° em
torno da linha de terra (fig.6), de modo

que o(“s' Jvenha a ficar em coincidéncia
com o(mp Je consequentemente of n£ Mtam
bém em coincidéncia com o ("A)'

Depois do rebatimento, temos a épura
(fig.7) onde a linha de terra é representa
da .por uma linha horizontal 7%'. ( Na
prética é dispensado o uso dessas letras
gregas colocando-se apenas dois pequeni-
nos tragos horizontais abaixo das suas ex
tremidades ).

Entdo EPURA & a representagdo de uma Fig.G
figura do espago pelas suas projegSes, es

tando o plano vertical rebatido sobre o ho

rizontal,

Obs.: Como na fig. 7, apés o rebatimen ’
to, os planos (1 2)e (m_)(vertical supé (’T") (1)
rior e horizontal posterior), se situam aci = -
ma da linha de terra e os planos (ﬂi) e (1]‘1'.) (my)
(TTA)(ven‘ical inferior e horizontal ante-

rior) abaixo dessa linha, conclui-se que

todas as projegSes naqueles planos se si

tuam nas mesmas posigSes com relagdo &

linha de terra. F'g 7

COTA E AFASTAMENTO

Chama-se Cota de um ponto a distdncia desse ponto ao plano horizontal de
Projegdo e Afastamento a distdncia do ponto ao plano vertical de projegdo.
Assim, na fig.4, (A)A & a cota do ponto (A) e (A)A' o afastamento desse mesmo
ponto, g

Chama=se linha de projegdo ou linha de” chamada a toda linha perpendicular & li
nha de terra, que une as projegSes de um mesmo ponto. Assim, a linha A'A da

;lg) 8 que une as projegSes do ponto (A), & uma linha de projegdo’(ou de chama-
qa).
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(lﬂ(l") Obs.: A linha de terra, sendo a in
L R tersegéo dos pianos{T) e (n'), & repre
- sentada por estas duas letras do alfabeto
grego mas pode-se dispensar a sua coloca
¢do sobre ela. 3

A
Fig.8

® Posicdes do ponto

Em relagdo aos planos de projegdo, o ponto pode ocupar nove posigdes diferentes,
a saber:

19 posigdo: O ponto estd no 19 diedro (fig. 9).

Depois do rebatimento, o(m ! )ficard em coincidéncia com o(“g)e a projegdo ver

: - 1 ;
tical A' acompanharé o plano (“%)no seu deslocamento e caird em A' de tal mo

do que A{Ao = A'Ao . Temos na fig. 10 a épura correspondente onde verificamos

/
%s) A
A (a)

p) A‘1 Ao (1) y A

Fig.10

Fig. 9

que as projegSes sdo separadas pela linha de terra estando a projegdo vertical A’

acima e a horizontal A abaixo da referida linha. Na épura, ndo hé necessidade

4 . P . .

de representar o simbolo A que se observa na fig. 9 e também a projecdo verti-
cal rebatida A' & 2 .
ebatida Aj & apenas representada por A'.

DESCRITIVA 7

29 posigdo: O ponto esté no 29 diedro (fig.11).

Bo ‘1‘)
1 Fig.12

Fig.- 1

Depois do rebatimento, a projegdo B' vem colocar—se no(m_), sobre BB ( ou seu
prolongamento) conforme a cota seja menor ou maior que o afastamento.” Na épura
(fig. 12) ambas as prijegSes estdo acima da linha de terra. E indiferente B estar

acima ou abaixo de B'; o que carmacteriza o ponto no 29 diedro & possuir ambas
as projegSes acima da linha de terma.

39 posigdo: O ponto esté no 3° diedro (fig.13).
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Operando-se o rebatimento, ao mesmo tempo que o vertical superior,(T ) )vem se
colocar em coincidéncia com o horizontal posterior(m_Jo vertical inferior(m!)
coincidird com o horizontal anterior (7, ). Entdo a projegdo vertical C' ird cair
em Cfl no prolongamento de CCO . A épura (fig. 14) & caracterizada por estar q
projegdo horizontal C acima da linha de terra e a vertical C' abaixo dessa linha
(E o inverso da épura do ponto no 19 diedro). .

49 posigdo: O ponto estd no 49 diedro (fig. 15).

Depois do rebatimento, a projegdo vertical D' caird em Dj, sobre DD _ (ou seu pro
longamento). Ambas as projegSes abaixo da linha de terra (fig. 16) Zaracterizam

Fig.15 Fig.16

a épura do ponto nesse diedro. Verifica<se que a épura de um ponto no 49 diedro
é o inverso da épura no 29 diedro.

5% posigdo: O ponto esté no(né)(ﬁg. 17).

Estando o ponto (E) no plano vertical superior( T} )o seu afastamento serd nulo; en
t§o a projegdo vertical E' coincide com o prépric ponto (E) e a projegdo horizon=
tal E estard sobre a linha de terra. Depois do rebatimento, a projegdo E' caird
em E} sobre o (1) Na épura (fig.18) a projegdo vertical E' estd acima da linha
de terra e a horizontal E sobre essa linha.

(vide figs. 17 e 18 na pdg. seguinte)

DESCRITIVA | 9

E'5iE)

Fig.17 Fig.18

69 posigdo: O ponto estd no(ni)(fig. 19).

Como no caso anterior, é nulo o afastamentd do ponto. Sua projegdo vertical F!
coincide com o préprio ponto (F) e sua projegdo horizontal F estard sobre a linha

~/]

(Fzr’

i
) F'z(F)
Fig. 19 kig-20

A » : . s b
ge terra. Apbs o rebatimento, a projegdo F' caird em F| sobre o (m Je nu épura

(fig. 20) a projegdo vertical esté abaixo da linha de terra e a horizonta! permane
ce sobre essa linha.
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79 posigdo: O ponto esté no (n )(fig 21).

Estando o ponto no horizontal anferuor € ), sua cota serd nula; entdo sua pro|e
¢do horizontal G coincide com o préprio ponto (G) ou (G) = G ." A projegdo ver
tical G' estard sobre a linha de terra. Com o rebatimento nada se altera e na epu
ra (fig. 22) a projegdo horizontal G esté abaixo da linha de terra e a vertical G7
sobre essa linha.

11y
(Wa)
(GlzG - G’ B
G:(G)
Fig. 21 Fig- 22

8% posigdo: O ponto estd no(nP)(fig. 23).

Como no caso anterior, & nula a cota do ponto. Também nada se altera com o re
batimento e na épura (fig. 24) a projegdo horizontal J estd acima da linha de ter
ra e a vertical J' sobre essa linha.

99 posigdo: O ponto estd na linha de terra (fig. 25).

% s
Nessa posigdo o ponto ndo teré nem cota nem afastamento. Nada se altera com o

rebatimento j& que a linha de terra & fixa. A épura de ponto nessa posi¢do & a da
fig. 26.

(vide figuras 23, 24, 25 e 26 na péagina seguinte)

DESCRITIVA |

(fs)

S
Fig 23
tfs)
M’ " A,
M
Fig 25

1

Ji(J)

Jl

Fig.24

MM

Fig. 26
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® Recapitulacédo

Pelo que foi exposto, dada a épura de um ponto, é facil determinar a sua posigdo.

e00 Quando o ponto ndo tem nenhuma de suas projegSes sobre a linha de ter
ra, ele estardé no espago, da seguinte maneira: se as projegSes sdo separa
das pela linha de terra,. ele estaré em um dos diedros impares (19 diedro
quando a projegdo vertical estiver acima e a horizontal abaixo da linha
de terra; no 39 diedro no caso inverso);

o0 Quando as projegSes estiverem de um mesmo lado da linha de terra,o pon
to estaré em um dos diedros pares (29 diedro quando ambas as projegSes es
tiverem acima daquela linha e 49 diedro no caso inverso) ; -

e00 Quando uma das projegSes estiver sobre a linha de terra, o ponto estard
situado em um dos semiplanos de nome contrério & projegdo que estiver
sobre aquela linha. Assim, por exemplo, se um ponto possuir sua projegdo
horizontal sobre a linha de terra, ele estard situado no plano vertical
(TTS' You(m! )sendo a outra projegdo (vertical) que localizard o peonto. Se
for'a projegdo vertical sobre a linha de terra, ele estard no plano hori-
zontal (nA)ou(ﬂP)e a outra projegdo (horizontal) é que determinaré a
posigdo do ponto.

Seja como exemplo determinar as posigBes dos pontos (A), (B), (C), (D), (E), (F), (G),
dados por suas projeg8es na épura da fig. 27.

Dl
E G=gG’
8
L4 ‘C'
A D e
15’ ‘
F
A' ‘c
FI
Fig 27

DESCRITIVA | i3

Procedendo como foi explicado, teremos:

— ponto (A)  semiplano vertical inferior (ni)

— ponto (B) 39 diedro

— ponto (C) 19 diedro :

— ponto (D)  semiplario vertical superior (TTS)

— ponto (E)  semiplano horizontal posterior (HP)

— ponto (F) 49 diedrc

— ponto (G) 29 diedro (na posigdo especial de possuir cota iguel o afastamento
e que veremos pouco mais adiante.

Y Coordenadas

A cota e o afastamento de um ponto constituem as suas coordenadas. Na prética,
o ponto necessita de mais outra coordenada — a abscissa — que ndo influi na sua
posigdo, sendo tomada sobre alinha de terra a partir de um ponto 0 (zero) conside
rado origem e arbitrariamente marcado sobre aquela linha; quando positiva, & mar
cada para a direita e quando negativa, para a esquerda da origem. Também a co
ta e o afastamento podem ser positivos ou negativos.

(A)

A
(Fs)
v r
-Cota
Ao
*z) Afagstamento
Fig-28 Fig.29 4,
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Seja a fig. 28 e sua respectiva épura na fig. 29. A figura (A)A'AGA & um quadri
létero (quadrado ou retdngulo) e, em qualquer das hipéteses tem-se que (A)A=A'AT
Mas como no rebatimento A' coincide com Aj,resulta que ALA] também representa
a cota e estd na épura representada pelo segmento ALA' acima da linha de terra.
A cota & positiva quando acima do plano horizontal (1) , portanto no 19 oy 20
diedro. Serd negativa quando abaixo desse plano , ou seja no 32 ou 49 diedros.
O afastamento (A)A' é positivo quando, observando a fig.'28 de frente, estiver &
direita do plano vertical (1 '), isto &, no 19 ou 4° diedros, sendo negativo no ca
so contrdrio, ou seja, & esquerda do plano(m ' )(29 ou 39 diedros). o

Tem-se entdo:

(Coru positiva: 19 e 29 diedros

Cota negativa: 32 e 49 diedros
Afastamento positivo: 19 e 49 diedros
Afastamento negativo: 29 e 39 diedros

No espago 1

Cota positiva: acima da linha de terra

Cota negativa: abaixo da linha de terra
Afastamento positivo: abaixo da linha de terra
Afastamento negativo: acima da linha de terra

Em épura ¢

As coordenadas sdo pois: abscissa (x), afastamento (y) e cota (z), nessa ordem.

Seja como =xemplo dar a épura do pon
to (A) [1;2;1] (fig. 30). ( A unidade

> A é o centimetro). A origem O & tomada
arbitrariamente em qualquer lugarda linha
o : -de terra; a abscitsa igual a 1, como é

B o U— e e ’ L . - .
= - positiva & marcada & direita dessa origem.

O afastamento igual a 2, como & positivo
& magrcado para baixo da linha de terra e
a cota igual a 1, sendo positiva é marca
L da para cima da linha de terra. O ponto

n entdo estd no 19 diedro, o que aliés a
A Flg. 30 simples inspe¢do das coorden?:das i@ nos
indicava, porque cota e afastamento posi
tivos significa ponto no 19 diedro.

15
DESCRITIVA 1 3
s f4 XX X
s coordenadas de um ponto, & iQ a
Dicid::b:r onde o mesmo esté situado, usan X ; x'
jo-se o seguinte processo: tragam-se dois
eixos ortogonais XX' e YY' que represen X
tam: (fig. 31) by
Fig- 31

Semi eixo OX': Semiplano horizontal anterior (T, )
Semi eixo OX : Semiplano horizontal posterior (1p )
Semi eixo OY : Semiplano vertical superior (1g)

Semi eixo OY': Semiplano vertical inferior (1)

As regiSes determinadas por esses eixos sdo os diedros que & conhecemos.
Seja, por exemplo,o0 ponto (A) [2; -1; 2:] que desejamos saber onde esté situado.

Como a abscissa ndo influi na posigdo do ponto, comegamos com o afasl’aryz?nto, o
qual no exemplo dado é negativo (-1); como o afastamento negativo sigmfuia pon
toYa esquerda do plano vertical(m ' )marcam—se duas pequenas cruzes nas regices a
esquerda do eixo YY' que representa o plano vertical, isto &, uma cruz em cada
di:dro que pode estar contido o ponto e que sdo 22 ou 3°. Verificando-se a cota
que é positiva (2),ela serd entdo tomada acima do eixo XX' que representa o pla
no horizontal (w),podendo ser horizontal anterior(T  Jou posterior( T _ ); marca-se
entdo, também, uma cruz em cada regido que pode estar contido o ponfo de cota
positiva, que sdo 19 ou 29 diedros; a regido onde aparecer duas cruzes é o diedro
em que o ponto dado estd situado, que, no caso, é o 29 diedro.

29 exemplo: (B) [ -1; 3; '2]

Da mesma forma que anteriormente, ¥
(fig. 32) tem=e ponto no 49 diedro. i
X x'
) 4 XX
Y’
Fig. 32
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Fig33

[ ] Ponto no plano bissetor

Plano bissetor é o plano que
divide o diedro em duas re -
giGes iguais (fig. 34).

Sé6 existem dois planos bisseto
res: o 19 bissetor cortando os
diedros fmpares (19 e 39) e o
29 bissetor cortando os diedros
pares (29 e 49).

O 19 bissetor é representado
pela letra do alfabeto grego
(B) (beta) e com os nimeros
1 e 3 ou a letra | poucoabai
xo. (B3 ou BI)' 0 20
bissetor analogamente & repre
sentado por (B,, ou BP)‘

O ponto quando-estd situado
no plano bissetor tem afasta
mento e cota iguais (ver pon

to (G) da fig. 27).

PRINCIPE

30 exemplo: (C) [1;0;2]

Afastamento sendo nulo, o ponto se situa
no eixo YY', isto &, plano vertical ( fig.
33). Entdo uma cruz no semi-eixo OY e
outra no semi eixo OY'. A cota positiva
(2) significa ponto acima do plano hori
zontal ou seja no eixo OY. Entdo o pon
to (C) esté no semiplano vertical supe
rior(m é ). 7

Obs.: Em todos os casos acima apontados
como exemplos, se recorrermos & épura
teremos confirmadas as posigSes pela situa
¢do das projegdes em relagdo a linha de
terra.

DESCRITIVA |

Py Simefria de pontos

Dois pontos
no é o med
é perpendicular ao segmento formado por
esses dois pontos e contendo o seu ponfto
médio, (fig. 35), onde o segmento (A)(M)
& igual ao segmento (M)(B).

Vamos aqui considerar a simetria de um
ponto em relagdo:

19) aos planos de projegdo;
29) aos planos bissetores;

39) & linha de terra.

17

(A) e (B) sdo simétricos em relagdo a um plano (a) , quando este pla
iador do segmento formado pelos dois pontos, isto &, quando o plano

(A

()

(M)

(8)

Fig.35

10) PONTOS SIMETRICOS EM RELAGAO AOS PLANOS DE PROJEGAO

Diz-se que um ponto (B) & simétrico a um ponto (A) e
tal de projegdo (m) (fig. 36) quando possui a mesma a
em grandeza e sentido e a cota da mesma gran

/
(A)
(1)
B (B)

m relagdo ao plano horizon
bscissa, o mesmoafastamento
deza porém de sentido contrdrio, co

/
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mo nos mostra a épura da fig. 37, onde os afastamentos dos pontos (A) e (B) sdo
iguais e ambos positivos (mesmo sentido) e cotas iguais de sentido contrdrio, pois q
cota de (A) & positiva porque o ponto esté acima do plano (1) e do ponto (B) &
negativa porque o ponto estd abaixo de () .

Diz—se que um ponto (D) & simétrico a um ponto (C) em relagdo ao plano vertical
de projegdo (1 ' Xfig. 38) quando possui a mesma abscissa, o mesma cota em gran
deza e sentido e o afastamento da mesma grandeza porém de sentido contrdrio.

1)
D
(o) czo’ (c)
c’zD’
(M)
D c
(&) c
Fig. 38 Fig 39
A épura (fig. 39) se caracteriza por possuirem os pontos projegSes verticais coin
cidentes C'= D' e projegSes horizontais C e D simétricas em relagdo & linha de
terra.

29) PONTOS SIMETRICOS EM RELAGAO AOS PLANOS BISSETORES

Seja na fig. 40 o ponto (A) e a reta que representa o 19 bissetor (BI).Veriﬁca-
se que a figura (A)A'MA é um retdngulo igual ao formado por (B)B'MB, e, como
(A) e (B) sdo simétricos (portanto mesma abscissa), a cota de um dos pontos &igual
ao afastamento do outro e vice-versa.

A épura (fig. 41) se caracteriza por abscissas iguais; afastamento e cota de um dos

pontos iguais respectivamerite a cota e afastamento do outro, isto é, as projegSes
de nomes contrérios simétricas em relagdo a linha de terra.

(vide figuras 40 e 41 na pdgina seguinte)

DESCRITIVA | 19
)

( ﬂl ' ?
A’ (A) T A
B' (B) B,

(450 T

M A ) o - i
1 A
B

Fig.40 Fig. 41

Seja na ﬂg. 42, o ponto (A) e a reta que representa o 29 bissetor (BP).

‘)
PP (nt
(A) A’
AsB
(8 8’ B'1 A
(m g A M = -

Por razSes anélogas ao caso anterior, verifica=se que as abscissas s§o iguais e que
a cota de um & simétrica ao afastamento do outro & reciprocamente. A épura (fig.
43) se caracteriza por abscissas iguais e cota de (A) igual ao afastamento de (B) e
cota de (B) igual ao afastamento de (A). Portanto, as projegSes de nomes contré-
fios sdo coincidentes.
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39) PONTOS SIMETRICOS EM RELAGAO A LINHA DE TERRA

Seja a fig. 44 onde a linha de tera m'é a mediatriz do segmento (A)(B). Entdo
sdo iguais os retdngulos que se observam na figura e os pontos simétricos em rela
gdo & linha de terra possuem abscissas iguais e cotas e afastamentos simétricos. A
épura (fig. 45) é caracterizada pelas projegdes de mesmo nome dos dois pontos (A)
e (B), simétricas em relagdo & linha de terra.

() )
(A
8
exf—2 A S
A
(8) B’ 5’
Fig 44 Fig45

Obs.: A simetria em relagdo & linha de terranm'é o produto das simetrias em re
lagdo aos planos (7 ) horizontal e( 1 ')vertical e assim, para se obter o simétrico
de um ponto dado em relagdo & linha de terra, pode-se efetuar a simetria em rela
¢do a um dos planos de projegdo e a sé i
guir a simetria desse Gltimo emrelagdo ao (ﬂ')
outro plano. Assim, na fig. 46, determina~
se o ponto (C) simétrico de (A) em rela- (D) (A)
gdo a (m) e depois o ponto (B) simétrico
de (C) em relagdo a (7 ')ou o ponto (D)
em relagdo a(m')e depois o ponto (B)
em relagdo a (1) . (1)

(8) (c)

Fig.46

A seguir a parte pratica do Capitulo | com numerosos exercicios.

DESCRITIVA |

1e Dar a épura de um ponto situado no 19 diedro:

Exercicios referentes ao capitulo |

21

19) mais perto do plano (1) que do plano(m');
29) mais perto de(n ') que de ‘()

sopugho: (fig. 47)

10 item: Se o ponto tem que eg
Tar mais perto de (v) , tera
que possuir cota menor que a-
fastamento (z < y) e o ponto
(A) soluctona.

20 ftem: E o inverso do item
anterior (2 > y) e o ponto (B)
¢ a solugao.

2¢ Dar a épura dos pontos: (A); [-l ; =2; -1]
® [0;1,5; -2]
© [151;1,5]

SOLUGAO: (fig. 48)

0 ponto (A) esta no 39 diedro;
o0 ponto (B) no 49 diedro e o©
ponto (C) no 19 diedro.

Bl
*
l,
A
Fig. 47
CI
o‘
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or a épura dos pontos (A), (B), (C), (D) e (E) situados: (A) nolm,); (B)

D -
we 40 diedro e mais perto de (' )do que (n); (Q emnw'; (D) no(TTé)e

3 e Dar a épura dos pontos : (A)[0;0;2] 5

B)[-1;2;0]1 _(E) nO(nP)-
Cr2;-1:01
) sorvgho: (fig. S1) D'= (D)
SOLUCAO: (fig. 49) A'=(A) B E : (E)
O ponto (A) estd no semiplaro
vertical superior (mg); swua pro- o
jecdo vertical A coincide cowmz C=(C) } J
o proprio ponto (A) e por isso . i A c:Cc=(C)
se escreve A =(A). Da mesma B A C = il =
forma o ponto (B) estda no hori- 1 ' i g D E'
zontal anterior (mwp) e swua pro- B
jecdo - horizontal B coincide com
(B) e portanto B=(B). O ponr-
to (C) estd no horizontal pos- A:z(A)
terior (wp) e portanto C=(C)
por estar sua projecdo horizon- . \ 7
tal C em coincidéncia com o pro- B=(B) B
prio ponto (C). Fig. 49 Fig. 51
4 ¢ Dar a épurados pontos: (A)[-1;2;0] (C)[0;-1,6;0]1] 6 ¢ Dar a épura de um ponto (A) no 22 diedro com a cota igual a 1/3.do afas
f fo.
(B)[-3:0;0] DV [2:-1;1] S
SOoLUgAo. (fig. 52)
SOLUCAO: (fig. 50) c=(c)
@ —— ) B=B'=B) A |c’
(C) ——  (m) - o ’
(D) ——— 2° diedro A’
e bissetor
A=(A) B -
Fig.52
Fig. 50
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7 e Tragar a épura dos pontos (A) e (B) situados_respectivamente no 12 e 29 bis
setores, sabendo-se que: (A) [—2; 1,54 ?] e (B) [:] i P 2]

soLugho: (fig. 53)

Do ponto (A) nao se conhece a co "
ta. Implicitamente,porem ela e da A
da porque se disse que o ponto esg
ta no 19 bissetor. Mas, 19 bisse
tor pode ser 19 ou 39 diedro; po
pém como o afastamento dado e po 0

sitivo nao pode ser 39 diedro. I —
gual racioecinio para a solugaodo
ponto (B), porque se a cota e pg
sitive 2 ele esta no bissetorpay
s6 pode ser 29 diedro, porque no A
49 diedro a cota nao seria PpostL Fig-53

tiva. Marca-se entao B = B'.

8 ¢ S&o dados os pontos (A) [0; 1; 2] e (B) [3; -3; 1,5:] . Pedem-se as pro
jegGes de um ponto : k:
19) simétrico a (A) em relagdo ao plano(m)
29) simétrico a (B) em relagdo ao plano (')

8
- . A’
SOLUGAO: (fig. 54)
e ']
Pelo que foi exposto no B:0
estudo anterior so bre
simetria de pontos,tem-—
se:
3 & o =
19) ponto (C) nmo 49 diedro
29) ponto (D) no 19 diedro AzC
sC’
D
Fig.54

DESCRITIVA | as

9 e Sdo dados os pontos (A) [1 ;1;1,5] e (B) [3; -1; 2]. Pedem-se as pro

jegSes de um ponto: . -
19) simétrico a (A) em relagdo ao(B_)
29) simétrico a (B) em relagdo ao (BP)

8z0
AI
’ - 7
sorugko: (fig. §5) c B:D
i9) ponto (C) o
29) ponto (D)
A
Cc
\ .
Fig.55

10 e Determinar as coordenadas de um ponto (B) simétrico a (A) [1 ;0; —2] em
relagdo a (1) .

?B’:'{B)
SOLUGCAO: (fig. 56)
0 ponto dado esta no (71); logo, o

ponto (B) solugao esta no (m}) e
suas coordenadas sao (B) |1 ; 0 ,'2:| o AZB

pots como ja foi estudado, somente = ° -
a cota troca de sentido, isto e,de
negativa passa para positiva.
oA’f(A)
Fig.56
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11 e Determinar as coordenadas de um ponto (J) simétrico a (M) [0; 2; 3] emire
lagdo OO(BI)' ' i

M’
- o -Jl
SOLUGAO: (fig. &§7)
0 ponto (M) dado, esta no 19 diedro.
0 ponto (J) solugao, permanece no mes
mo diedro mas, como ja vimos, com pro
jegoes de nomes contrarios simetri- o
cas em relagao a nn' . = =
As coordenadas sao: (J) [0 ; 3 ; 2]
M
J
Fig.57
12 o Preencha as lacunas:
1) Chama—se cota de um ponto ........ccceunen. S 4 B S a0 G 6 3 6 R R 6 e
2) Linha de projegdo ou de chamada & a linha ...........ccoiiiiiiiinnnes
GO OB 515 i 66 0 o0 w5 s v i i B8 S S0 0.2 5 8 08 905 95 B0 it S . Wk 5 81 5 & D0t ARl
3)  Em relagdo aos planos de projegdo um ponto pode ocupar ......... posigoes
diferentes.
4) O diedro em que um ponto tem cota e afastamento negativos é 0 ..........
5) Em épura, cota negativa é marcada ................ da linha de terra.
6) Um ponto situado no .....ccovvivinernennennnnnn tem cota e afastamento.
iguais.
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7) Dois pontos sdo simétricos em relagdo a um plano quando ............ ...,
8) A simetrid de dois pontos em relagdo & linha de terra é o produto das .....

......................................................

........................................................
.............

NOTA: A solugdo desse exercicio estd no fim do capitulo (apds o exercicio 15).

13 e Determinar as coordenadas de um ponto (A) simétrico a (B) D ;2; 3] em re
lagdo a mwm' .

Bl

SOLUGAO: (fig. 58)

Como as projegoes de mesmo nome

do ponto solugao serald simetri-

cas em relagao a mm' resulta: o

(4) EZ 5 =2 ; —3]




14 ¢ O ponto (A) é simétrico de (B) em relagdo ao (3%); (B)_& simétrico de (C)
em relagdo a (n')e (C) é simétrico de (D) [0; i

Pede—se determinar as coordenadas de (A).

15 e Grife o C ou E conforme a proposigdo esteja certa ou errada respectivamen
te.

1,5] em relagdo a(r).

8
Dz A
soLugho: (fig. 59)
0 ponto (D) esta no 19 diedro; seu
simetrico (C) em relagao a(y)passa 0
entao para o 49 diedro; o ponto (B) = =
simétrico a (C) em relagao a (n')
passa para o 39 diedro e finalmen-—
~ te o ponto (A)cujas coordenadas se
pedem e é simétrico a (B) em rela- c:B’
gao ao bissetor iTmpar,permanece no
39 diedro com as coordenadas.
a) [0 -1,5 ; -3] tosc;A’
Fig 59

PRINCIPE

A Geometria Descritiva foi criada por GASPAR MONGE

1 5 C E
no Século XVII.

2 No método dos Planos Cotados é empregado apenas um C E
plano.
Para se obter a épura, o rebatimento ‘do plano vertical

3 sobre o horizontal & feito no sentido contrério dos pon- c E
teiros do relégio.

4 O afastamento de um ponto é positivo quando esté aci- C E
ma do plano horizontal e negativo quando estd abaixo.

DES(““11VA\I

Um ponfo terd cota tanto menor'quunto mais proximo es— C E
tiver do plano horizontal de projegdo.

Um ponto no 29 diedro possui as coordenadas negativas. (& E
A . (] . . l é C E

7 Um ponto situado no(n ' )possui cota nula.

Quando a projegdo horizontal de um ponto estd sobre' a C E
8 linha de terra, o ponto objetivo estd no plano vertical.

Existem tantos planos bissetores quantos sGo os diedros C E

formados pelos planos de projegdo.

Quando dois pontos sdp simétricos em relagdo a um pla-
10 no, este contém o ponto médio do segmento formado pe- € E

los dois pontos.

SoLvugAo: Apos a solugao do Exercicio 12.

SOLUCAO A0 EXERCICIO 12:

1)
2)

3)
4)
5)
6)
7)

8)

a distancia desse ponto ao plano horizontal de projegao;
berpendicular qa linha de terra que une as duas projegoesde
um mesmo ponto;

nove;

39;

abaizxo;

plano bissetor;

izze_ plano & o mediador do segmento formado pelos dois pon
3

Stmetrias em relagdo aos dois planos (i) e(w').
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SOLUGAO A0 EXERCICIO 15:

Perguntas

Respostas

SO NDBDG RN o

~

aONaQammaomagaN

PRINCIPE

~ CAPITULO

Estudo da reta
Pertinéncia de ponto e rete
Posi¢des da reta

Tracos de retas
Posicdes relativas de duas retas

Retas concorrentes

Retas paralelas

Retas de perfil

Tracos de reta de perfil

Pertinéncia de ponto e reta de perfil
Retas de perfil paralelas ou concorrentes
Exercicios

® Estudo da reta

000000000000 —

A projegdo de uma reta sobre um plano & o lugar das projegSes de todos os seus
pontos sobre esse plano.

B

Seja na figura 60 a reta (A)(B) e o plano (7) . Baixando de todos os pontos da
reta perpendiculares ao plano, os pés dessas perpendiculares ddo lugar & projegdo.
ortogonal da reta. Essas perpendiculares formam um plano (o) perpendicular ao pla
no (n) e que & o plano projetante da reta. -

—~
=

B
D
fm) ik
Fig.60
Os pe :
. (Z)S(qus pPerpendiculares estdo na intersegdo dos dois planos e a projegdo da re
) & portanto essa intersegdo. -

A pr 1 -k
Olegdo s
§90 de uma reta sobre um plano sé6 deixa de ser uma reta, quando ela lhe
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for perpendicular, pois nesse caso a projegdo seré um ponto, como se va na
fig. 61. Nesse caso a projegdo da reta se reduz a um ponto porque as projetantes
de todos os seus pontos se confundem com a prépria reta.

Quando uma reta for paralela a um plano (fig. 62) a sua projegdo sobre esse pla
no & igual e paralela & prépria reta. Seja a reta (A)(B) paralela ao plano(n) cli
ja projegdo nesse plano & a reta AB. As duas retas (A)(B) e AB formam com as pro

1{A)
(A) (8)
(B)
. AzB :
(m) (1) # 8
Fig 61 Fig 62

jetantes (A)A e (B)B um paralelogramo no qual (A)(B) = AB. Diz-se entdo que a
reta se projeta em verdadeira grandeza (V.G.).

Quando uma reta for oblfqua a um plano (fig. 63) a projegdo & menor que a reta
do espago porque esta forma com sua projegdo e as projetantes um trapézio retdn
gulo em que a projegdo no plano

sendo perpendicular &s bases & me

nor que a reta do espago.

(8)
O comprimento da projegéo de uma
reta sobre um plano varia com a (A/[
inclinagéio dela sobre o plano. Ela
passa por todos os valores, de zero
(caso do ponto quando a reta & per
pendicular ao plano) até o limite
méximo igual ao comprimento da re

ta (caso da reta paralela ao plano).

Seja na fig. 64 a reta (A)(B) per- () a &
pendicular ao plano () . Suponha
mos que a reta girando em torno de
(A) ocupe as posigBes (A)(By), - ...
(A)(B2), (A)(B3), etc., cujas proje
¢8es no plano (1) serdo respectiva
mente AB, AB], ABZ’ ABS’ etc.

Fig.63

DESCRITIVA |

‘? ) )
(8,)
e
®
(A) (8,)

AzB B, B,8,8,
(17)

\ Fig.64

Verifica-se que sua projegdo na posigdo inicial era o ponto A '=‘.B (A coinciqeg-
te com B) e que essa proieg?io torna-se AB quando o ponto (B) at.m?e " a posigao
(B,) e vai crescendo gradativamente a proporgdo que a reta vai diminuindo a -sua
inclinag@o sobre o plano. Quando a reta atinge a posigdo (A)(B4) paralela ao pla
no, a sua projegdo torna-se AB,. Por conseguinte, a projegGo de uma reta so bre
um plano & tanto maior quanto menor for sua inclinagdo sobre ele.

DETERMINAGAO DE UMA RETA

De um modo geral, a posigdo de uma reta no espago fica bem determinada quan
do sdo conhecidas as projegdes dessa reta sobre dois planos ortogonais.

Sejam na fig. 65 os dois planos () e (m') perpendiculares e AB e A'B'respectiva
mente as projecdes da reta (A)(B) cuja posigdo queremos determinar. Por AB faz-se
Passar um plano perpendicular ao plano (1 ),0 mesmo acontecendo com A'B' em rela
S0 a (1'). Cada um dos planos, que sdo os planos projetantes da reta nos res
Pecjivos planos de projecdo, deve conter a reta do espago, que ser& entdo a infer
se9°°, desses dois planos projetantes. E como esses planos se cortam segundo (A)(B),
8 € a Gnica que tem AB e A'B' como projegdes, ela fica bem determinada.

22;0 se designar q retq cujas projegdes sdo AB e A'B' escreve-se: reta (A)(B) (fig.
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1)
8’ (8)
A 1A)
()
8.
A
Fig. 65

Obs.: Uma reta pode também ser designada por letras mintsculas que representam
suas projegdes, ou por uma letra minGscula entre parénteses, como a reta r, r' ou

reta (r).
@® Perlinéncia de ponto e reta

J& sabemos que trés pontos em linha
reta projetam-se em geral, segundo
trés pontos também em linha reta.
(Excefo quando os pontos estdo na
mesma perpendicular ao plano, pois
nesse caso a projegdo da reta se re
duz a um ponto, como j& vimos).

Verifica-se entdo (fig. 67) que,se o
ponto (C) pertence  u reta (A)(B),
a projegdo C pertence & projegdo
AB.

Surge entdo a:

(o)

PRINCIPE

B [}
Al
8
A
Fig. 66

(8)
(c)

(A

Fig. 67
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REGRA GERAL : " ”

nto Perfence a uma reta, qucndo as pr0|egoes. des~se ponfo estao so
fon PO rojegdes de mesmo nome da reta, isto &, a projegdo horizontal do
l:;,,gs ggbr:a a projegdo horizontal da reta e projegdo vertical també&m sobre a

projegdo vertical da reta.

i &s retas corresponden-
iq. 68, temos a épura de vérios pontos que pertencem '

p fi'sgto &, ponto A'A pertencendo ¥ reta r'r ; ponto B'B pertencendo u reta t't e
;'.e:;lmenfe ’ponto C'C pertencendo & reta (E)(F) dada pelas projegSes E'F' e EF.

» ¢
8’
4 >
r A
- 8 =
0 \ F
¢ C
‘ E
E ¢ F
Fig. 68

Obs.: Essa regra de ponto pertencer u reta sofre excegdo quando se frata de reta
de perfil, como veremos mais adiante (figuras 123 a 126).

®  Posicdes da reta

Em relagdo aos planos de projegdo, a reta pode ocupar vérias posigSes, posigSes es
%% que determinam nomes e propriedades: particulares.

Vejamos cada uma delas de per si :

) RETA QUALQUER

Ea reta oblfq

B ot ua aos dois planos de projegdo (fig. 69). Sua &pura & caracterizada

ambas as projeces obliquas 3 linha de terra (fig. 70)
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)
r’ (I") r
r r
(1)
Fig.69 Fig- 70

I) Retas segundo o paralelismo em relagdo aos planos de projegdo.
RETA HORIZONTAL (OU DE NI[VEL)

£ a reta paralela ao plano horizontal (1) e obliqua ao vertical (7'). Sua épura
é caracterizada por possuir a projegdo vertical paralela & linha de terra e a proj
gdo horizontal obliqua a essa mesma linha (fig. 71 e 72). A projegdo horizontal r
presenta a verdadeira grandeza.

RETA FRONTAL (OU DE FRENTE)

€ a reta paralela ao plano vertical (') e obliqua ao horizontal (1) . Sua épurd
& caracterizada por possuir a projecdo horizontal paralela & linha de terra e a Ve,

tical obliqua a essa mesma linha (fig. 73 e 74). A projegdo vertical representa @
V.G..

DESCRITIVA |
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(r')
f (
8 (8) . 5
AT
- —~ - -
/ 8
A
% ()
B
Fig.71 Fig.72
8' (8)
tN
Bl
/ s A
A )
A
()
A 8
Fig.73 Fig.74
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RETA FRONTOHORIZONTAL

€ a reta paralela simultaneamente aos dois planos de projegdo (1) e (" Yiis
épura é caracterizada por possuir ambas as projegSes paralelas & linha de terrq
(fig. 75 e 76). Qualquer das projegSes (que sdo iguais) representa a V.G..

(PARALELA A LINHA DE TERRA)

(%)
8 (8)
A 7A)
B ()
A
Fig.75

11l - Retas segundo o perpendicularismo em relag&o aos planos de projegao

RETA VERTICAL

E a reta perpendicular ao plano horizontal (w) . Sua épura & caracterizada P
possuir a projegdo horizontal reduzida a um ponto (chamada projegdo puntual) €
vertical perpendicular & linha de terra (fig. 77 e 78), e que representa a V.G-

DESCRITIVA | =

(" A
A LA)
Bl
8’ 2) gy, sl b
(m 4
AzB AzB
Fig.77 Fig.78

Obs.: A reta vertical, pelo fato de ser perpendicular ao plano horizonta], & forgo
samente paralela ao plano vertical. A reciproca ndo é verdadeira porque a pamlg
la ao plano vertical pode deixar de ser perpendicular ao horizontal, como & o ca
so da reta frontal. Por isso, ela é estudada segundo o seu perpendicularismo em re
lagdo ao plano de projegdo.

RETA DE TOPO

A\ = Bl
(A) (B)
A
m A 8 8
Fig. 79 Fig- 80
| ;
'L‘;erfqmean 4 reta vertical, reta de topo é a perpendicular ao plano vertical(T '}
e €PUra & caracterizada por possuir a projegdo vertical reduzida a um ponto e

fizontq| Perpendicular & linha de terra (fig. 79 e 80), que representa a V.G.
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i . i g orrespondente .
vemos uma reta situada no(nI)e na fig. 84 a épura correspo

8
——ﬁp) ) g # ]
MEE (B)z8’

Obs.: Semelhante & da reta vertical com relagdo aos planos de nomes contrérios Na fig- &3,

RETA DE PERFIL

E a reta perpendicular (ou ortogonal) & linha de terra e

+ POr apresentar particylgrj
dades,serd estudada mais adiante. i

Tal como ocorreu quando do estudo do ponto, também a reta pode estar contidgq to
da dentro de qualquer dos semiplanos ou em coincidéncia com a linha de terrq’
No primeiro caso, a reta possuira sempre uma das projegdes sobre a linha de terrg
e, no segundo, ambas as projegSes coincidem com aquela linha.

(Mla)

Na fig. 81, vemos uma reta situada no(ﬂé)e na fig. 82 a épura correspondente ,

(AZA
J .
(ny) (A): A
\
Fig83 Fig.84
[A): Caso semelhante ao anterior, apresentando-se a épurg, porém,com a projegdo verti
cal abaixo da linha de terra.
A Na fig. 85, vemos uma reta situada no(nA)e na fig. 86 a épura correspondente.
(A)s 4
M) | 1) (glz
1s)
(!
(%)) A - 4 A T A 8’
| e/ A)zA__ (Fa) = =
Fig.81 Fig.82
8):p
Nesse caso, em que a reta coincide com sua prépria projegdo vertical, apresenta
se em &pura com a projegdo vertical acima de 7' e a horizontal sobre essa linh Fig.85 Fig.86




Agora a reta coincide com sua prépria projegdo horizontal e a épura
melha—se & da fig. 84, diferindo desta por possuir sobre a linha de te
gdo vertical e a horizontal abaixo daquela linha.

Na fig. 87 vemos uma reta situada no(np)e na fig. 88 a épura correspondente .

(ﬂé'

o (a):a
("}) a AI BI :‘
Fig.87 Fig-88

Caso semelhante ao anterior apresentando-se a épura porém,com,a projegdo horiz
tal acima da linha de terra, permanecendo a projegdo vertical em  coincidéncic
com essa linha. A épura da fig. 88 se assemelha com a da fig. 82 mas notese qui
as projegSes estdo trocadas, pois enquanto na primeira (fig. 82) a projegdo aci
da linha de terra & a vertical, na Gltima, (fig. 88), & a horizontal que se situ
acima daquela linha.

Quando a reta coincide com a linha de terra mn' , a épura da fig. 89 & a sua
representagdo.

(A):AZA' (8):B: B’

Fig.89

Nas Gltimas retas contidas nos planos de projegdo sé6 consideramos retas obliquas a0
plano contrério ao que se situa.

lar como nos mostram as figuras

7
i

Elas, porém, podem ocupar qualquer posigdo partic
90, 91 e 92, onde respectivamente temos :

43

(ﬂp’ %: ‘«

\ l

Fig. 92

Fig. 90 —— reta (r) de topo no (nA)
Fig. 91 =——= reta (u) vertical no(né)
Fig. 92 —+ reta (m) frontohorizontal no(nP)

Obs.: O que ndo se pode considerar, pelo absurdo, é reta de topo dentro de(n ')
€ refa vertical no plano (1) .

Uma reta pode ainda se apresentar de indmeras maneiras em relagdo aos planos de
Projegdo, isto &, com pontos nos vérios diedros. Mas para isso, precisamos estudar
tracos de retas", que vem a seguir.

b Tracos de retas

S:h:m:-s: *trago de uma reta sobre um plano™ o ponto em qfue essa lrg

B :l:r:rqves.s.a ess:e plano. Conclui-se entdo que quqndlc: uma ;-efao ((:Tr' ;)st

'trq‘;o Ve:)t’i :OC; I|feru trago sobre esse plano. O trago so re o plan L
a € por convengdo representa-se por (V), isto é, a etr



maidscula entre parénteses e de modo idéntico o trago horizonfal no
representado por (H), por serem esses pontos dos respectivos planos

Seja na fig. 93 a reta (u) e o ponto (V) a intersecdo da reta (u) no
Co‘m? todos os pontos de(T ' )tédm afastamento nulo, como j& vimos

© Unico ponfo comum & reta (u) e ao plano( 1 ' )eonclui—se que "
trago vertical (V) de uma reta, basta determinar o ponto duqrer'o

também afastamento nulo.

(%)

w

’ . Wy ‘
(r) g
Fig.93 ;
- v
u
Fig.94

E P ‘e

m épura (fig. 94), para se achar o trago vertical da reta uu', & suficiente prolon
(projegdo horizontal) até a i de
2 gdo. i ] até a linha de terra, onde
Ica determinado o ponto V que & a projegdo horizontal do trago V'. De V,, uma
como indica a épura. Este ponto V' que coinci

gar a projegdo de nome contrério

linha de chamada faz conhecer V'
de com o ponto objetivo (V) é um

plano (n) s

plano (4 ¢ ye »
e como (V) &
pPara se obter o
(V) que tenhq .

ponto da reta (u) e seu afastamento &

nulo.

= modo idéntic

45

o obtém—se o trago horizontal e as figuras 95 e 96 esclarecem.

. )
- \
r (n)

r' [
Hl
’\
Fig.96
(H)izH

Na determinagdo dos tragos de uma reta
h& um principio imutdvel, sem excegdo
alguma: é que a proje¢do horizontal V
do trago vertical (V) e a projegdo verti
cal H' do trago horizontal (H) estdo
sempre obrigatoriamente sobre a linha de
terra, podendo as projegSes V' e H se
situarem abaixo ou acima da linhadeter
ra conforme a posigdo da reta, exceto &
claro, quando a reta passar por ww' ,
porque entdo tudo coincidird comaquela
linha.
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Obs.: A regra que acabamos de expor para a obtengdo dos tragos de uma

> r
sofre excegdo somente quando a reta é de perfil, Nl

como veremos mais adiante.

Clonclui(-se entdo 'que uma reta sé possui os dois tragos quando & ohliqua aos dois
planos (1) e (7 ") (reta qualquer e reta de perfil). As demais retas, como hori-

i :
ron}:c;l., Fron:ol, vertical e de topo, possuem, apenas um trago e finalmente a fron
© horizontal, por ser paralela aos doijs planos ndo possui trago nesses planos.

O conhecimento da determinagdo dos tragos de uma retq

subordinadas & condigdo de passarem por diedros dados o RmIA TG swies

Sejam por exemplo as figuras 97 e 98, d
, de retas 190 di imei
passa pelos 29 e 49 diedros e a segunda (u) pelom;? e ‘;;f’mr ende  primeira (r)

vl N

(r")

(r) \i
N\ (H).

(n

7

Fig-97

Vemos na fig. 97 G i
) que os tragos sdo obtidos prolongando t idosindi
dos pelas setas: trago vertical (V) no sentido da % Pmle doe i o

? ta 1 1
sentido da seta 2. Observa-se ainda que é indiferse i et () s

ente determinar-se primei
" - imeiro um
aur;:fr? trago. 'N.o fig. 98 entretanto, ambos os tragos sdo obtidos proplongando-se
U) num Gnico sentido: o da seta 3. E mais: no segundo caso, ndo & in
1 -

d”elﬁnte Qchul-se i i ost q pl
2 p imeiro este V] Qque'e mqo, mis ] fi

: T o] t gum nos mostra ve
meiro de'&lllllm-se o 'mqo hollzoﬂfal (I ') mla depois Ob'e|'se Q Vel'ica' (V) :

Entdo, atend . g .
iy ndendo & regra j6 mencionada, as figuras 99 e 100 sdo as épuras respec

DESCRITIVA

"y (v)

('

(v)

/ Fig.98

Verifica-se que na fig. 99 os tragos da re
ta (r) sdo obtidos prolongando-se as proje
gGes r e r' em sentidos contrarios até a
linha de terra, enquanto na fig.100 no mes
mo sentido, isto &, ambas para o mesmo la
do do operador. Ainda neste segundo caso,
a condigdo apesar de necessdria ndo é sufi
ciente, porque a épura da fig. 101, seme
Ihante & épura da fig. 100 ndo indica reta
na condigdo exigida de passar pelos 4% 39
diedros. O que se deve atentar & na posi
gdo das projegSes, pois enquanto na épura
da fig. 100, apés a determinagdo dos tragos
haverd porgSes da reta no 49 diedro, na
fig. 101 essas porgSes estardo no 29diedro.

Obs.: Na parte pratica, de exercfcios, ex
plicaremos melhor, atendendo a cada caso

proposto.

(r)

47

9

Fig-99
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@ Posigoes relativas de duas retas

Sejam as retas (r) e (s), o plano(q )

e o ponfo (M) comum & reta (s) e

(s) ao plano (o) . (Fig. 102). Vé-se

/ que, enquanto a reta (r) estd situg
M)

da no plano (), a reta (s) tem
nesse plano apenas um ponto (M),
Entdo o ponto (M) e a reta (r) defi
(o) nem o plano (oY e a reta (s) a ele
ndo pertence. Diz-se entdo que as
retas (r) e (s) sdo "reversas"ou "ndo
coplanares”, que significa ndo esta
rem no mesmo plano. X

r)

M
S

: Fig.102

Se a reta (s) também pertencer ao mesmo plano () da reta (r) (fig. 103) as retas ‘
sGo entdo "coplanares", isto &,definem um plano, podendo entdo ser  "concorren

tes" ou "paralelas". Temos entdo as retas (r) e (s) que s@o concorrentes porque tém
um ponto comum (M) que se diz "préprio", e as retas (r.) e (s]) que sdo paralelas
por ndo admitirem ponto comum (diz-se, neste caso, que o ponto comum & "impré
prio", isto &, ndo existe).

Fig.-103

A situagdo no espago & definida pela fig. 104 e a épira correspondente, pela fig.
105.

29) Duas projegdes de mesmo nome se confundem e as outras duas se cortam.

(r)y (s) A
(o) 7 o'

13—
J)" /
(<) rss
6

Fig.106 Fig. 107

@ Retas concorrentes

Duas retas sdo concorrentes quando :

19) O ponto de intersegdo das projecSes verticais e o das projegdes horizontais €s
tiverem numa mesma linha de chamada.
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A situag@o no espago & definida pela fig. 106 e a &pura correspondente pela fig.
107. Nesse caso, as duas retas concorrentes admitem um mesmo plano projetante e
por isso suas duas projegdes de mesmo nome coincidem. Ainda neste caso, a épura
(fig. 107) mostra duas projegdes horizontais coincidentes e as verticais concorrendo
em O'. Podia ser o inverso, isto &, projegdes verticais em coincidéncia e horizor_\

tais concorrentes.

39) Uma das projegSes de uma das retas se reduz a um ponto situado sobre a proje
g@o de mesmo nome da outra reta.

(u) /
’
?4 ’-' M

N\
K<
[ o

K <

"t

Q

(at)

r

Fig.108 Fig. 109

A situagdio no espago é definida pela fig. 108 e a épura correspondente pela fig. 109
No caso,considerou-se uma reta vertical (u) e portanto como projegdo puntual a hori-
zontal u; mas poderiamos igualmente considerar a vertical com essa particularidade,
a épura apresentaria em consequéncia uma reta de topo.

o

® Retas paralelas

Analogamente aos trés casos anteriores, duas retas sdo paralelas quando:

19) As suas projegdes de mesmo nome sdo paralelas.

(vide figuras 110 e 111 na pégina seguinte)
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(s) ;
(r 4 L s’ {
o V

(oC)

Fig-110 Fig. 1M

A situagdo no espago & definida pela fig. 110 e a &pura correspondente pela fig .
11.

\
29) Duas projegdes de mesmo nome se confundem e as outras duas sdo paralelas.

(E o caso das duas retas paralelas admitirem um mesmo plano projetante).

(r) ) !
is s’

T

r/q ris

(<)

Fig.112 Fig-113

A situges
s'fusgqo.m espago & definida pela fig. 112 e a &pura correspondente pela fig.
+ Poderia dar-se o inverso, isto &, as projeg3es verticais em coincidéncia e as
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horizontais paralelas, o que ndo altera a condigdo de paralelismo das duas refas,

39) As suas projegSes sobre um mesmo plano se reduzem, cada uma, a um ponto.

- (s) ~ s’
ls
tot) in r s
Fig.114 Fig.115

E o caso de duas retas verticais ou de topo que obrigatoriamente sdo paralelas en
tre si. A situagdo no espago & definida pela fig. 114 e a &pura correspondente pe
la fig. 115 (retas verticais no caso).

® Retas de perfil

Reta de perfil & uma reta obliqua dos dois planos de proje¢do numa posigdo
particular : perpendicular (ou ortogonal ) u linha de terra.

Quando, do estudo de retas, vimos a reta paralela ao plano horizontal (reta hori
zontal), paralela ao plano vertical (reta frontal) e paralela aos dois planos (reta
frontohorizontal).  Vimos depois a reta perpendicular ao plano horizontal (reta ver
tical) e perpendicular ao plano vertical (reta de topo) . F

NGo foi mencionado retas perpendiculares aos dois planos porque n&o ha retas nes
sa posigdo, pois toda reta perpendicular a um plano ser& obrigatoriamente paralela
9o outro, j& que os dois planos sdo perpendiculares. N@o existindo entdo reta per
pendicular aos dois planos de projegdo, héa entretanto reta perpendicular & infersé
¢Go deles, isto &, perpendicular & linha de terrq, que & a reta de perfil.

A fig. 116 nos mostra uma reta de perfil situada num plcno(ﬁi)que e perpendicu
lar aos dois planos de projesdo (plano de perfil). A épura & caracterizada pelas
projegdes perpendiculares & linha de terra (fig. 117).

DESCRITIVA | 53
ﬁ\, r.l
(rm,)
, (r) —_—
" = g
r
T m
Fig- 116 | Fig.117

\
Uma reta de perfil s6 pode ocupar duas posigGes em relagdo aos planos de proje
gGo: ou possui os dois tragos distintos (H) e (V) e nesse caso passa por trés die-
dros (ortogonal & linha de terra) ou possui os seus tragos coincidentes sobre essa
linha e s& atravessar& dois diedros opostos (perpendicular & linha de terra), como
nos mostra a fig. 118.

Fig. 118




Obs.: A reta pode estar situada num
plano de perfil sem que seja necessa
riamente de perfil. Assim,por exem-
plo, a fig. 119 nos mostra uma reta
vertical num plano de perfil.

0

r (r)

(x)

Seja a reta (A) (B) e (H) e (V) os seus tragos respectivamente sobre (1) e(m
Utiliza=se, no estudo da reta de perfil, o rebatimento do plano de perfil que a
tém que no caso & o tridngulo (H)V (V). Este rebatimento consiste em gira-lo
90° no sentido contrério aos ponteiros do relégio, até que fique em coincidén
com o plano vertical (11 ') ,sendo este giro feito em tomo de sua intersecgdo ¢
plano (') | que no caso & (V)V. Adota-se este sentido para que os diedros
PSs o rebatimento se apresentem ngs regides i@ conhecidas. Com este rebatimen
os pontos (A) e (B) descreverdo no espago arcos de circulos horizontai
vém colocar-se em (A}) e (B)) respectivamente sobre retas tragadas

(%)

\ Fig.120

A' e B' paralelamente & linha de terra. No plano horizontal o ponto A descreve
um arco de cfrculo de raio AV e vem cair em A, do mesmo modo que o ponto
B vem cair em B,; desses pontos A, e B, tragam-se no plano vertical as paralelas
a (V)V que determinam as posigdes (A,) e (B,) apbs o rebatimento.

Vejamos agora a épura (fig. 121).

Seja (A)(B) dada por suas projegdes A e A' e B e B'. Opera-se como foi descrito
i::fndo-se centro em H' = V e descrevendo os raios de circulo AA, e BB, até si
" es:es pontos em A, e B, na linha de terra. (N&do & necessério obrigatoricmeg
ragar os arcos de cifculo e seria bastante transportar os afastamentos dos
f:n::’:erl::g"c‘ H'A, e H'B, respectivamente). Daf, por perpendiculares & linha de ter
o saois' ;;'onfos (A;) e (B,) e portanto a reta (Al?(B1) nos encontros com  as
(A,)(B E vmdo d.e terra tragadas por A' e B' respectivamente. Teremos'e m
. plcl:no ho? adeira grandeza da reta dada e um V' = (V) o seu trago vertical.
mento (o erc:z?mcfll o trago & H.e para determing-lo teremos de desfazer ° reba
| :refqooAmversc do rebatimento e que se f:homo "algamento"). Assu.m, pro
rebatido , entG: (A))(B,), teremos em H, sobre a linha de terra o trago horizontal
tido r €OM o mesmo centro em H' =V e raio H'H, descreve-se, emsen

contrari N
sendo (H)quo 9 efetuado para o rebatimento (sentido dos ponteiros), o arco H H,
€ trago horizontal .

ti



Obs.: E sempre a projegdo hori
zontal que se rebate e no senh
do contrério dos ponteiros, o
que constitui REGRA GERAL.

PRINCIPE

(A,)
8/ (8,)
Hl
- A, B, |H, -
(B,) d
3¢ B A
v’z (V)
7 B
A" A | Fig.121
H.EEV H,

Fig 122

Seja como novo exem
plo determinar os frc
¢os de uma reta de per
fil, com um ponto (A)
no 192 diedro e um pon
to (B) no 29 (fig.122).
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De acordo com a regra j& estabelecida, as projecSes A e B sdo giradas no sentido
das setas 2 e 1 respectivamente e nos fomecem a verdadeira grandeza (A,){B,)da
reta dada (A)(B). Verifica=se que o ponto (A,) aparece na regido que representa o
10 diedro e (B,) na regido do 29 diedro. Tem-se em V' = (V) o trago vertical da
reta e em (H) = H o trago horizontai. Sobre a linha de terra, tem-seas projegdes
dos tragos H'=V.

® Pertinéncia de ponto a reta de perfil

Jé vimos que um ponto pertence a uma reta quando tem suas projeges sobreas pro
jegBes correspondentes da reta, (fig. 68) quando foi esclarecido que tal regra ndo
se aplicava & reta de perfil. Com efeito, o ponto pode ter suas projegdes sobre as
projegSes de mesmo nome da reta e a ela ndo pertencer.

Na fig. 123 temos uma reta de perfil da

A ‘ (A.) da pelas suas projegSes e também as pra
! jegSes M e M' de um ponto (M) sobre as

projeges correspondentes da reta.Se a re
: ; gra fosse verdadeira, o ponto (M) perfen
M (M,) ceria & reta (A)(B) e o rebatimento - nos
Y mostra que o ponto ndo pertence & reta.

(8,) Enfdo, normalmente, para se saber se um

ponto pertence a uma reta de perfil, ope
ra-se o rebatimento como prética normal.
Entretanto, sem utilizar rebatimento pode
8 mos também verificar se um ponto dado
pertence a uma reta de perfil dada. Seja
na fig. 124 a reta (A)(B) dada pelas pro
jegdes e o ponto (M) também dado pelas

projegdes.
. BM _ B'M
A Se a relagdo A - BA for verificada,
Fig- 123 o ponto pertence a reta e caso contrério

ndo pertencerd. A citada relagdo é basea
da no teorema:

®A rela¢gdo de dois vetores tomados sobre uma mesma reta ou sobre duas retas pa
ralelas, é igual & relagdo de suas projegSes cilindricas”. Substituindo eritdo, na
mencionada relagdo, os segmentos pelos valores numéricos, tem-se:

0,5 1 .
- . 05x3=1x1,5 o 15515
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o que demonstra que o ponto pertence & reta. (O rebatimento confirmard a perti
néncia do ponto & reta). -

De forma idéntica , conhecidas as projegdes de uma reta de perfil e uma das pro
jegSes de um ponto a ela pertinente, podemos determinar a outra projegdo. -

Al
A,
M M
B' B
A 8
M M
ol A
Fig.12‘0 Fig.125

Se:'ic como exemplo a reta (A)(B) e o ponto (M) do qual sé& se conhece a cota
(flg. 125). Para se achar o afastamento (projegdo horizontal), opera-se o rebg-
flinenfo e deferminu‘—se a verdadeira grandeza em (Al)(B]); a seguir, por M' (proje
gdo conhecida) , traga-=se M (M) situando-se (M) sobre ‘(A])(B])por se saber que o
ponto & pertinente & reta. Desfazendo-se o rebatimento, obter-se-d a projegdo M
pedida, que estard sobre AB.

N\0$~, sem efetuar o rebatimento, podemos também solucionar o problema, pela apli
cag‘ao da relagdo i@ descrita. Assim, se na épura da fig. 126 , conhecida uma das
Pr~0|e<;6es de um pento (projegdo vertical C' por exemplo), desejamos obter a proje
§do horizontal C, empregamos a mencionada relagdo. -

BC _ B'C
B A B" A’
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onde o termo BC é desconhecido por ndo

U
se conhecer a projegdo C. A
Resolvendo vem: c
_ BA x B'C' ]
BC = Sgar - 8
onde, substituindo os segmentos pelos mé
dulos (valores numéricos) correspondentes,
vem: =
Bc = 2XD2 -
Marca-se entdo BC = 1 (C sobre AB). A
(o4
B¢
Fig 126

® Retas de perfil paralelas ou concorrentes,

Jé vimos que duas retas quando possuem as projegSes de mesmo nome paralelas,sdo
paralelas. No caso, porém,de retas de perfil, a condigdo de paralelismo das proje
gGes correspondentes apesar de necessGria ndo é suficiente.

Consideremos dois casos :

19) Retas situadas no mesmo plano de perfil;

29) Retas situadas em planos de perfil distintos.

No 12 caso, quando entdo as retas terdo a mesma abscissa, elas poderdo ser para
lelas ou concorrentes (nunca reversas, como & ébvio, pois estdo no mesmo plano).
No 29 caso, podem ser paralelas ou reversas e nunca concorrentes, porque, situa
das cada uma, em planos paralelos entre si, todas as retas de qualquer deles sdo
paralelas ao outro; nesse caso, as abscissas das retas sdo diferentes. Duas retas de
perfil quando possuem abscissas iguais, estando portanto no mesmo plano de perfil,
terGo suas projegSes de mesmo nome superpostas; quando de abscissas diferentes, te
rdo projegSes de mesmo nome paralelas. (Fig. 127 e 129 e suas respectivas épuras,
fig. 128 e 130).
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A
) (8) L o'

TA) o B
(D) A

¢ fc) e 8

o >

Fig.127 Fig.128

e (E) f|

F (F)

A (A)

8 (8) E rs E

Fig-129 ' Fig.130
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Seja agora verificar se duas retas de perfil (A)(B) e (C)(D) dadas pelas suas proje
¢Bes, sdo ou ndo paralelas, (fig. 131). A simples inspegdo da épura nos mostraque
se trata de retas em planos distintos (por serem de abscissas diferentes). Operando-
se o rebatimento, temos em (A,)(B,) e (Cl)(Dl) as respectivas verdadeiras grande
zas mostrando que as mesmas ndo sdo paralelas.

A' (A’,

Ct (c,)
8' B',

0 o,

' A

2]

8 c
Fig.131

Entdo, para se tragar por um ponto uma reta paralela a uma reta de perfil dada,
procede—se do seguinte modo (fig. 132):

Rebate-se o plano que contém a.reta e o ponto e obtém-se (A))B,) e (C;). Por
(C,) traga-se uma reta (C,)(D,) paralela a (A,)(B,) e cujas projegcSes sdo CD e
C'D' que solucionam o problema. O ponto (D,) é marcado arbitrariamente (desde
que no problema proposto ndo tenha que satisfazer a outra qualquer condigdo, co-
mo no caso) e apds o algamento, obtém-se a projegdo D.

Obs.: Verifica=se na fig. 132, que as projegdes de mesmo nome da reta, sdo da
mesma grandeza e do mesmo sentido, isto é, A'B' = C'D' e AB = CD e dispos
tas ambas no mesmo sentido da seta A A (delta linha — delta), quer dizer, a Ieihz
ra A' para B' e A para B do mesmo modo que C' para D' e C para D. Entdo essas
projecSes sdo vetores equipolentes, ‘mediante o que, dada uma reta de perfil pelas

2

suas projegSes e um ponto dado também pelas suas projegSes, ndo é necessario ope
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PRINCIPE

A'1
. )
E-cr?se quc‘lquer reba.hmento, sendo suficiente a construgdo desses vetores, como nos ’
Indl‘CG a épura da fig. 133 onde marcamos M'N'= A'B' ¢ MN = AB e (’:Io

sentido, ou seja, no sentido da seta. i

; Seja agora a épura de fig. 134. Dado um
t |
N {A” ¢ ,(C/) ponto (J), tragar por ele uma reta parale M
la a uma reta de perfil (A)(B). Veja-se
| — il
que neste caso a reta tem suas projegdes
a4 lidas em sentido oposto, isto &, A'B' para 8
\ baixo (seta 1) e AB para cima (seta 2). E_r_\
5 o (8,) {D,) tdo, da projegdo J' traga-se J'M' no mes
mo sentido que-A'B', isto &, para baixo e M
- JM para cima. Entdo a reta (J)(M) é para 2 A{
- lela & reta (A)(B). (Observar que os com 2
A primentos devem ser iguais: J'M' = A'B' e
/ JM = AB). _ J
C )
a / y Fig.134
L 7/ \ :
8 A‘ ] C
D ' ’
M
Fig-132 o’

8! &

A A Ha ainda outro critério para verificagdo
do paralelismo de duas retas de perfil,
quando situadas em planos distintos. Basta

c que se unam em cruz os pontos exiremos
M das projegdes como indica a fig. 135, de
M terminando-se duas retas quaisquer auxilia
k res, as quais, se forem concorrentes, as
8 B D
J Fig-135
N :
Fig 133
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de perfil serdo paralelas e se ndo forem concorrentes, as de perfil ndo serdo parale
las e sim reversas. Em outras palavras, se o ponto de cruzamento das projegdes ver
ticais M' e o de cruzamento das projegdes horizontais M estiverem numa mesma |3

nha de projegdo, as retas dadas sdo paralelas; no caso contrério como na fig. ]33, 1

as retas dadas sdo reversas, porque M e M' ndo se situam na mesma perpendicular &
linha de terra. A linha de projegdo que parte de M' e que deveria cair em M,esté

interceptando as retas auxiliares na projegdo horizontal, em 1 e 2, o que significa

ndo serem paralelas as retas dadas.

CI

DI

Fig.136

DESCRITIVA | o8

H inda as retas (A)(B) e (C)(D), ambas com a mesma abscissa porém uma,
?:;((][;r;,olzr;?n um ponfo(nzn( 1)9 diedro e outro no 32 e (C)(D) com um ponto no .49
e outro no 12 diedro, que desejamos saber se sdo paralelas ou concorren-'tes (f||g.
137). Operando-se o rebatimento, verifica—se que (AI?(B‘)-_e (C,)(D,) sdo parale-
las, o que significa que as retas (A)(B) e (C)(D) também sdo.

(A)

>
t

, B

(D))

Fig- 137




&0 PRINCIPE

Vejamos outro exemplo mais: as retas (A)(B) e (C)(D)

: que possuem: ponto (A
plano (né); ponto.(B) no plano("P ; ponto (C) no plcno(ﬂi) e ponto (D) n)o p?:
no{m . Verificar se tais retas sdo paralelas ou concorrentes e neste ohy
mo caso, determinar o ponto de intersegdo (fig. 138) T

AzlA,)

M

8:(B)

A:B’:C:D’
- 18,

Fig-138

Operando-se o rebatimento do plano de perfil que contém as retas (A)(B) e (C)(D),

obtemos as retqs (A})(B,) e (C,)(D
< 17109 ) que concorrem em (M o di s
Projegdes M e M’ solucionam.] : (M1) no 39 diedro e cujas

DESCRITIVA | 67

CONCORRENCIA DE RETAS QUANDO UMA E DE PERFIL

Temos duas maneiras de verificagdo:

eee pelo rebatimento;

eee pelo emprego de retas auxiliares.

Sejam, na fig. 139, as retas (A)(B) de perfil e (C)(D) qualquer. Rebatendo -se a
reta de perfil, a verdadeira grandeza é (A,)(B,). A seguir verifica-se se o ponto
(M) que pertence & reta qualquer, pertence também & reta de perfil. Se isso ocor
rer — como ocorre no caso porque (M,) esté sobre (A‘)(B‘), — as duas retas
sdo concorrentes.

A (A)
[
M b (M,)
f (8,)
c 8 (4
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No outro caso, pelo emprego de retas auxiliares procede-se do seguinte modo :

Sejam (A)(B) de perfil e (C)(D) qualquer que em épura se cruzam em (O) Se o
ponto (O) que pertence & reta (Q)(D) pertencer também & reta de perfil s-eni entdo
comum &s duas retas e elas serdo concorrentes. Tomam-=se dois pontos qu:Jisquer 14
e 2' sobre a proje¢do vertical C'D' da reta qualquer que fornecem 1 e 2 sobre q
horizontal correspondente. Esses pontos sdo unidos a pontos correspondentes da retq
de perfil formando duas retas auxiliares, de projegSes 1'B' e 2'A' no plano verti-
cal e 1B e 2A no plano horizontal. Verifica=se no caso que o ponto M' (de con
corréncia das duas projegSes verticais 1'B' e 2'A') e o ponto M (de concorréncia
das duas p'roiegé'es horizontais 1B e 2A) estdo numa mesma perpendicular & linhg
de terra, isto &, numa mesma linha de projegdo, o que configura a concorrénciq
das duas retas dadas.

2' 0
=T |
M g
4 "
£
Bl
8
(o4
J |
Y]
(4
Fig.140 -
2N
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® Exercicios referentes ao capitulo 1l

16 e Dar a &pura das retas (A)(B) e (C)(D) e defini-las quanto & posigdo.
W [1;2;1]
®) [3;1;3)
© [-3;-2;-2]
©[0;-2;3)

sorugko: (fig. 141)

A reta (A)(B) é qualquer no 19 diedro.
4 reta (C)(D) é uma frontal (projegao horizontal paralela e
projegao vertical obliqua a linha de terra). O ponto (C) esta

no 39 diedro e o ponto (D) no 29 diedro.

D’ g

R

cl

Fig 141

17 o Tragar uma horizontal distante 2 cm do plano () contendo um ponto (A) no
bissetor do 19 diedro e outro ponto (B) no (ﬂé) .




70

SOLUGAO: (fig. 142)

Se a reta & horizontal e tem
que estar distante 2 -em do pla-
no horizontal é porque as cotas
de qualquer de seus pontos sao
iguats a 2 em. Entao A'A, =
BB'= 2 cm. Se um ponto esta con
tido no bissetor e porque afas-
tamento e cota sao zguats, mar-
cando-se entao A ,A = A A' ,fiean
do o ponto (A) no bissetor do
19 diedro. Se um outro ponto(B)
esta contido no. semiplang ver
tical superior, sua proiezao ho

rizontal estdq sobre a linha de

terra. A reta (A)(B) é solugao.

18 o Tragar a épura de uma reta (r) com um ponto no plano (1r )e outro no 39

diedro, e determinar os seus tragos.

SOLUGAO: (fig. 143)
um ponto (A) no plano
(ni) e outro (B) no 39 die-
dro~ tudo arbitrariamente; unin-
do-se as projegoes de mesmo no-
me desses pontos, tém-se as pro
Jegoes da reta. Quanto aos tra—
gos, sendo o ponto (A) do (" )
serd ele mesmo o proprzo trago
vertical euja projegao horizon-
tal V estara sobre a linha de
terra. Para o trago horizontal
é _suficiente proZongar a proje-
¢ao vertical r' da reta ate a
linha de terra, onde se tem H'
de onde, uma linha de chamada
nos dara, na 1ntersegao com o
prolongamento da projegao hori-
zontal r da reta, o trago hori
zontal (H) em coznctdencza com
sua projegao horizontal.

Traga-se

PRINCIPE
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19 eDada a reta (A)(B) pede-se:

8’ a) sua épurg;
b) seus tragos;
c) os diedros que ela atravessq;
d) a sua posigdo no espago.
" A [0;-2;-1] ® [4;2;2,5]

. Fig. 142

SOLUcAe: (fig. ‘1
a) Locados os po
b) de acordo com
cos da reta e
e) verifica-se n
sue:
- 0 segmento
- 0 segmento
¢os) no 29
- 0 segmento
d) em consequenc
tuagao da ret

44 e 145)

ntos, tem-se em A'B' e AB a épura pedida.

a regra ja descrita, tém-se em V' e H os tra
suas respectivas progegoes

a épura que a reta de projegoes AB e A'B' pos

de projegEes BV e B'V' no 19 diedro;

de projegoes VH e V'H' (segmento entre os tra
diedro;

de projegoes AH e A'H' no 39 diedro.

ta do item anterior, a fig. 145 mostra a si-
a no espago.

HE(H) |
e (B)
r
ARV, H 4
= e H V,
BI
’.l
AZVi(V) H v (Hiin ;
Fig.143 8 6:;//
Fig.144 Fig 145
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20 ¢ Unm ponto (A) estd situado no 29 bissetor. Ped
contenha o ponto (A).

W [3;1,5;2]
(B) [-0,5;3;2]
©[5;72;? ]

SOLUGAO: (fig. 146)

Do ponto (A) s5 é conhecido o afastamento; mas como estd
bissetor, a cota evidentemente serd a mesma e ndo pode

marcada para cima da linha de terra porque entdo o ponto se
sttuaria no 19 diedro e por conseguinte ndo estaria no 29 bis
setor como é dado no problema. Se a reta (B)(C) tem que con=
ter o ponto (A), é suficiente unir as projegoes do ponto (B)
as do ponto (A) prolongando-as até o encontro da linha de
chamada de abscissa Zgual a 5 em, onde teremos as projegies C
e C'. A reta de projegiee BC e B'C' é a solugao.

sen

g

o H’
- C -
AiA
Hi(H)
g
cl
Fig.146

21 e Tragar a épura de uma reta qualquer (A)(B), com o ponto (A) no pIono(nA)
e o ponto (B) no plono(né), e passando por um ponto (C).-

©[2;1;1]

e-se tragar uma reta (B)(C) que 4

no \;'

73
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B’z(B)
soLug‘Zo: (fig. 147)

poca-se o ponto (C) de acordo c’

m as coordenadas dadas. Toma-
0 :

Ze arbitrar%aminte o ponto (4)
gituado no AT,

; unindo-se as % 8
= a
rojecgoes AC e prolongando-se a

= ° —
pé a linha de terra,teremos at

2 projegﬁo horizontal B, de on-—

de levanta-se a linha de‘chamg ¢
da BB' situando-se B' na 1n$e€—
o com o prolongamento A'C'.

segd

al Fig.147

22 o Tragar as épuras das seguintes retas:
o a) de uma vertical distante 2 cm do plano(n ')e com um ponto
no (m ); 4 '
b) de uma frontohorizontal mais perto do plano( ' )do que do

plano (1) .

SOLUGAO: (fig. 148)

a) a reta (A)(B) é vertical e possutl o ponto (?) no plano
T ) . Esta distante 2 em do plano (n ) porque o
seu“afastamento esta ¢ essa distancia dallznha de terra.
A projegao vertical A' e tomada arbitrariamente.

b) Se a reta esta mais perto de (n') do que do plano (n% j
porque seu afastamento é menor que sua cota. A reta r
soluciona.

(4
14 -
8’ =
r
|
Az B

Fig. 148
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23 ¢ Usando uma sé' linha de terra,

SOLUGAO: (fig. 149)

al

b)

c)

d)

DESCRITIVA | 7

tragar as &puras das seguintes retas no 19 die 24 e Tragar a &épura de uma reta situada no 19 diedro, que atravesse os 29 e 49

dro: diedros.

a) de perfil, toda no(BI) € possuindo um ponto na linha de
terra; 3 /
b) de topo, com um ponto no(“s)e outro no(B_) ;
c) qualquer, com um ponto no( ! ddistante 1,5 cm de () e
outro nolm istante 2 cm de"(7 ');
d) de uma horizontal de cota nula.

sorUgAo: (fig. 150 e 151)

Vo primeiro exercicio desse tipo, estudaremog o racioeinio a
seguir e tragando no espago (feg. 150) a posigao da reta. Ob-
servamos que a reta atravessara.o plano hogtzontal T,/ para
passar ao 49 diedro, prolonqando—a no 3en?@do (4)(B)," isto e,
de (A) para (B); atravessara o plano vertical T&lpara pas-
sar para o 29 diedro, prolongando-a no sentido (BJ(A), ou se-
ja, de (B) para (4). .

Em épura (fig. 151), basta que a reta tenha suas projegoes de
tal forma em relagao a linha de terra, que os tragos sejam de
terminados em sentidos contrarios, isto e, proZongando—sg a
projegao vertical A'B' no sentido de A' para B' e a projegao
horizontal de B para A.Verifica-se, comparando-se as duas fi-

marca-se um ponto (A) no bissetor (afastamento e cota igua
s) e um ponto (B) sobre a linha de terra. A reta (A)(B) &
de perfil e soluciona.

marca=se um ponto (L) situado no plano (Wé) e um ponto (D)
no (B_) - A reta (C)(D) de projegies ,GD e“C'D'" soluciona.

marca~se um ponto (E) situado em” (T com g cota 1,5 em guras, que a reta (A)(B) atravessa o plano vertical no se.nt_'é
que ¢ a distancia dele ao plano horiZontal (T) e outro pon do (B)(A) passando para o 29 diedro apos o seu trago vertical
to (F) situado no (n,) com o afastamento dado de 2 em. . A

(V) e o plano horizontal no sentido (A)(B) passando para o 49

reta (E)(F) & a solugao. diedro apos o seu trago horizontal (H).

se a cota é nula, a horizontal pedida estd no plano (r.) ¢

portanto sua projeg&o vertical coineide com a linhka de ter
ra. A reta (M)(N) ¢ a solugdo:

AVr .
c'to’ £
b viztv)
g N
. t:] . F’ ar_ ‘ﬁp A)
o N (8) ! v_

A | 3 \ A

| i oy M /

M \ (]

Fl'g. 149 2(M)

Fig-150 Fig.151
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25 e Tragar a épura de uma reta situada no 19 -diedro que atravesse o 49 e 39 dj
edros. i

SOLUGAO: (fig.

1562 e 153)
No espago, a reta esta na posigao indicada pela fig. 152.Neg=
se caso, observa-se que a reta atravessa os dois planos - vep
tical e horizontal - no mesmo sentido, ou seja, sentido de (A7
para (B) e ainda que, para passar para -0 49 diedro, ela atrq-
vessara primeiro o plano horizontal (T para depois furar o
plano vertical (7 a fim de passar para o 39 diedro. Entdo q
epura (fig. 153) “devera estar de tal modo, que os tragos se-
jam determinados, prolongando-se as projecoes da reta no mesmo
sentido, isto é, A' para B' e também A para B.

Se acharmos os tragos da reta da fig. 153 se constatara
ela satisfaz ao pedido.

Obs:

que ’

Na fig. 153 as, duas projegoes da reta serdo prolongadas
para a esqueraa da épura para a obtengdo dos tragos.Isso
porem nao é regra, porque pode-se também prolongar para
a direita, como vemos na figura 154, onde a reta (r) tam
bém satisfaz ao mesmo problema e entretanto suas
¢oes serao prolongadas parc a direita da épura.
tanto, nao importa, porque o necessario é que as
¢oes da reta satisfagam a dupla condigdo:

19) tragos obtidos prolongando-se as projecdes no
sentido;

projegao vertical encontrando a linha de terra antes
da projegao horizontal.

/ (Al ‘r‘
/ 7

(8)
) -
0 ’V :

mesmo

29)

.\
=
»

Fig.153
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Tragar a épura de uma reta no 30 diedro, atravessando o 49 e 1° diedros .
o Tr

26

SoLUGAO: (fig. 155 e 156)

ta aparece no espago conforme a fig. 155, onde se vertfi-

ue seus tragos serao obtidos pPoZonqando—a num mesmo  sen
. Logo, a épura (fig. 156) deve satisfazer a primeira con

t?dg' da Obs. anterior. ) )

e a4 segunda parte entretanto, ha uma diferenga em 'reZa-

annto exercicio anterior, pois agora a reta fura primetro o

agngovertical passando para o 49 diedro e atravessa depotis o

A re
ca 4

p% no horizontal para passar para 0_19 died@o. Nesse caso en-
22 o trago que se obtem primeiro e owvertzqal, e dat a epu
igo?fig. 156) assinalar que € a projegao horizontal que deve

oncontrar primeiro a linha de terra.

g 1

e 2
g e /
(M) -
/ (v)
é s’
s)
Fig. 155 Fig 156

27 o Tragar a &pura de uma reta no 49 diedro, atravessando o 19 e 3°.

\

S0LU¢Xo: (fig. 157) = =
Tragando-se q posigdo da reta
"o espago, verifica-se que ela
fura os dois planos de projegdo
ém sentidos opostos. Em face ao
due ja foi exposto, ndo havera
@ minimq dificuldade no tragado
@ epura (fig. 157), cujos tra-
£98, se determinados, confirma-

BI

Fig.157
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28 o Preencha as lacunas :

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

Obs.

: A solugdo deste exercicio estd no fim deste capftulo, apés a solugdo do exe
cicio n® 52.

A projeg@io de uma reta sobre um plano 56 deixa de ser uma reta quando .,

..............................................................

.............................

...............................

.............................................
......................................................

............................................

.......................................

Se duas retas de perfil possuem abscissas diferentes elas serdo, uma em rela-~

L L ou ..

Quando duas retas possuem as projegdes de mesmo nome reduzidas

ambas

um ponto, elas sdo

Exemplificar :

ceos sas

e

............

Quando as duas projegdes de uma reta se encontram em um

que o ponto pertence ao ....
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2; 2] tragar uma reta (A)(B) paralela a uma reta

® [0; ?2; 2]

8
© [-1;-1;3] S
®[3;0;-1]

Por um ponto (A) [ 2;
29 ® 4ada (C)(D).

Cl

(fig. 158)

Locados os dados,observa-se que

a reta (C)(D) possui um ponto

(c) no 29 diedro e ponto ) (D) o
no plano (m? sufietente
pots, tragar por A' e por A, sres
pectzvamente, as progegoes A'B

soLugAo:

\
(]

¢ AB, paralelas as projegées de -
mesmo nome da reta (C)(D).0 pon ,
to (B) tera suas projegoes na i D
linha de chamada que passa pela '

origem das coordenadas, por ser é\l
a abscissa desse ponto tgucfl a N
zero. A épura da fig. 158 é aq

solugao. 3

Fig.158

30 ¢ Por um ponto (A) tragar uma reta paralela & reta (B)(C) dada.
@w [25;1,5;1,5]

’

® [o;-1,5;3] 8

© [25;0;0] -

SO0LUCXo: (fig. 159)

S
Locados o ponto e a reta dados, o C-C—
"ao haveprg dificuldade nenhuma
°M se tragar a reta (r), sendo
- PaPaZeZa a B'C' e r paralela r

Fig. 159
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31 e Tragar a épura de uma reta (A)(B) que no espago tem a posigdo indicada nq
fig. 160, sabendo-se que o ponto (A) pertence ao plano (g )
P

(A)

\ tvi
/ 7'4’\(5150/

Fig.160

SOLUGAO: (fig. 161)

= af
E dada a fig. 160, onde a reta AzA
(A)(B) tem o ponto (A) no (BP)
e o ponto (B) no (m,),ponto es
se que em comsequéncia é o seu
trago horizontal. Em épural fig.
161) toma-se arbitrariamente o
ponto (A) no 29 diedro e 29 bis 8’
setor e o ponto (B) nmo (m )7 = =
Unindo-se as duas projegées ® de
mesmo nomey temos em (A)(B) a re
ta pedida. N

B:(H)
Fig.161

32 o Dada a reta (A)(B) e um ponto (C), tragar pelo ponto uma reta (C)(D)que en |
contre (A)(B). Mostrar como fica situada a reta pedida em relagdo aosplanos .

de projegdo.

(A) [0; 3; -l]
® [6;1;2]
© [4,5;35;0]
© [3;0,5; 2]

DESCRITIVA |

sOLUG/TO.' (f’Lg

Locados todos
cp, que € 4

do fazer o mes

¢ (D) por ser
intercepta AB
nece I' sobre

nhecer D' na

pois a solugao, que

163.

3

81

. 162 e 163)

os pontos dados pelas suas coordenadas, une-se

projegao horizontal da reta pedida, nao se poden-

mo com as projegbes verticatls dos pontos c)
desconheeida a cota do ponto (D). A projegao CD

no ponto I, que por uma anha df- chamada for
A'B', E suficiente entao unir C'I' que da a co-
linha de chamada correspondente. A reta (C)(D{ e
no espago tem a posigao indicada na fig.

V'z(v)

Fig.162
v)
D)
. .
(CI:(H)
Fig.163
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33 e Tragar duas retas (A)(B) e (C)(D) concorrentes, destacando os segmentos
se situam no 19 djedro.

W [-25;1;3]
® [6; -2; -2 ]
© [6;1,5;3]
(D) [0; ?; —4]

que

SOLUGAO: (fig. 164)

Ngo é conhecido o afastamento do ponto (D); em  consequéneia
nao & conhecida a proje¢io horizontal CD da reta (C)(D). As
projegoes verticais das duas retas, A'B' e C'D' cortam-se em
E' que faz conhecer E sobre a projegao horizontal AB da retq
(A)(B). Une-se CE e prolonga-se até encontrar D na linha de
chamada correspondente. As retas (A)(B) e (C)(D) sao concor-
rentes e solucionam. Para destacar os segmentos no 19 diedro,
¢ suficiente a determinagao dos tragos verticais de ambas as
retas e assim AV e A'V' na reta (A)(B) e CVi e C'V'y na reta
(C)(D) sao os segmentos vedidos.

(2

Cl

BI

Fig164
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34 e Por um ponto (A) tragar duas retas concorrentes, paralelas respectivamente a

duas retas dadas (F)(G) e (M)(N).
A [5;4,5;3]
® [-2;0; 4]
© [65;3; -3]
mL[-1;3;5]
Ny [1;0;0]

sorvugho: (fig. 165)

3 basta tragar pe

as retas dadas e também o ponto dado, e

gg:agzijeQEes do ponto, as retas (r) e (r;) paralelas respec-
tivamente as retas (F)(G) e (M)(N).

Ml

F |
\\\\\ p

Fig.165

)
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35 @ Por um ponto dado (A), tragar duas retas (AY(B) e (A)(C) paralelas respectiva
mente as retas (D)(E) e (F)(G) que se cortam, sabendo-se que (F)(G) & verti

cal.

@ [-2;2;3] €® [5;-3; 2]
(B)[O;?;?] (F)[3;?;0]
© [-2;2;1] @ [3; 2;-3]
® [1;0;-1,5]

SoLUCAO: (fig. 166)

Nio sao dados os afastamentos de (F) e de (G). Mas, para que
duas retas se cortem quando uma delas d perpendicular a um dos
planos de projegao, é suficiente que a projegao puntual de u-
ma das retas se situe sobre a projegao de mesmo nome da ou—
trq. (Ver 39 caso de concorréncia de retas, figuras 108 e 109).
Entdao, a projegao horizontal FG, (que é um ponto porque a re-
ta 6 vertical), se situa sobre ED que é a projegao horizontal
da reta (E)(D) concorrente com a_ reta (F)(G). Basta pois,que

do ponto (A) se tracem as projegoes AB e A'B' paralelas res—

pectivamente 5§ projegoes de mesmo nome das retas (D)(E) e
(F)(G) e que sao as retas pedidas. (no caso dado, A = C por-
que F = G, nada sendo necessartio tragar).

Al

—

NOTA
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36 @ Por um ponto (A) tragar uma reta paralela a (B)(C) e que pertenga ao(R_).
wl-1:2; 2] '
® [1;0;0]
©[-2;0;0] g4 ad

soLUgAO: (fig. 167)

A reta dada (B)(C) esta sobre ‘e ’e

an' (linha de terral; logo, «a e 228
reta pedida terd que ser wuma
frontohorizontal. S0 é dado o
afastamento do ponto(A), mas co
mo a reta pedida tem que ser do
bissetor, entao a cota de (A)
q mesma que o afastamento, e A
reta (r), de projegoes r e r'
a solugao.

N

P

Fig 167

DR

/

e Completar a épura abaixo (fig. 168), sabendo-se que (C) pertence a (A)(B):

5Y

Fig.168

N sy . . 2
solugdo encontra-se no fim déste capitulo apés a solugdo do exercicio

28 (fig. 183).




88e¢ Tragar a épura de uma reta (A)(B) umétrica de (C)(D) em rela
© [1;2;3]
® [6;4;17

gdo ao plano(

SOLUGAO: (fig. 169)

Recordan@o—se'o estudo de simetria de pontos, traga-se o pon-
to (A) simetrico a (C) e (B) simétrico a (D). A reta solugao

apresenta a mesma projegao horizontal da reta dada e A'B' e a
sua projegao vertical.

c:
0’
-2
BI
C:A
A
Fig.169 S
39¢ Grife o C ou E conforme a proposigdo esteja certa ou errada respectiv
mente. ‘
1 Uma reta frontal possui constante as cotas de todos os
seus pontos C g
2 Toda reta paralela a um dos planos de projegdo & perpen -

dicular ao outro.

3 Quando duas retas possuem projegSes puntuais sobre o
mesmo plano de projegdo, elas sdo paralelas. & y
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Duas retas de perfil com a mesma abscissa sdo paralelas

4 C E
ou reversas.
Quando um ponto possui suas projegSes sébre as de mes-

5 mo nome de qualquer reta, ele pertencerd & reta, sem C E
excegdo,

6 Duas retas concorrentes sdo sempre coplanares. C E
Quando uma reta de perfil é perpendicular & linha de C E

d terra, seus tragos coincidem. '
Quando duas retas sGo concorrentes as suas projegdes

8 sobre um mesmo plano de projegdo serdo também sempre C E

concorrentes.

O paralelismo das projegSes de mesmo nome de duas retas
9 de perfil, embora necessario ndo é suficiente para se afir-| C E
mar serem elas paralelas.

As retas que sé possam ter segmentos em dois diedros sdo:
10 horizontal, frontal, vertical, de fopo e de perfil, quando C E
perpendicular & '

Obs.: As respostas aos quesitos estdo no fim do Capftulo Il, apés a solugdo do e-
xercicio 37

40, Dada uma reta (A)(B) de perfil, pede=se:
a) sua verdadeira grandeza;
b) os diedros que atravessa.

@ [o0;3; 3]
® [2;1;2]



S0LUGAO: (fig. 170)

Locados os pontos dados e ope-

rando-se o rebatimento, encon-

tramos:

a) verdadeira grandeza em (A1)
(B1);

b) diedrps atravessados: 19 , 20
e 49

vitv)

(B,)

PRINCIPE

AL

41 ¢ Mesmo exercicio anterior com os pontos (A) e {B)
W [2; -2;3,5]
® [?2;25;-,5]

SOLUGCAO: (fig. 171)

De modo inteiramente identico
ao exercicio anterior, encontra
Mmos :

1) verdadeira grandeza em (A7)
(BJ),‘ .

t) diedros atravessados: 19, 290
e 49,

(Ag)

Fig-170

na seguinte situagdo :

5

>,

S >
4
S

Fig.171

DX
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42 o Determinar os tragos da reta (A)(B) sabendo-se que (A) pertence ao(Bp)e (8)

» 1
estd no(TTI) :

(8) [3; ?;
sorugho: (fig. 172)
po ponto (A) nao foi dado stZ;

tamento. Mas, nao era
£Ziessério ser dado  porque se
disse que ele pertence ao (BP),
e por tsso facilmente marca-se
a projegac que faltava. Do mes-
mo modo o ponto (%)? gabendo—se
que pertence ao "})3 e locado
facilmente, mesmo flao sendo dado
o afastamento o que tambem nao
era necessario. O trago verti-
cal coineide com (B) e o trago
horizontal é H apds o algamento.

@ [3; ?2;25]

=2 ]
(A7)

A’ A

P
//

_Fig.172

L 82(v)

43 ® Conhecendo-se uma das projegSes de um ponto (C) sobre a reta (A)(B), de-

terminar a outra projegdo do ponto.

@ [-1;-3; 2]

® [-1;2
© [?; ?;

SOLUGAO: (fig. 173)
Efetuando-se o rebatimento Ja
conheeido, temos em (A7) (Bj) a
Verdadeira grandeza da reta da-
da e gobre ela o ponto (C3), ob
tido por uma paralela a  Llinha
de teprpq tragada da projegao co
nheeidq (proj. vertical). Desfa
3endo-ge o rebatimento,temos em
< a projegao pedida.

AFB'

(8,)

ic)

(A)

A

Fig.173
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44 o Mesmo exercicio anterior, porém, sem utilizar rebatimento e os pontos na se v

guinte posigdo: 1 T8t 5 4]
® [0;3;2]
© [0;2; 2]

SOLUGCAO: (fig. 174) ¢’

Locada a reta (A)(B) e a proje-
¢ao horizontal do ponto, empre- 8’
gamos a relagao ja conhecida
(ver fig. 124)

B _B'C!
BA ~ B7A
rpr
donde B'C' = EQE%—E—A— e subs-— )
tituindo pelos Dalores, vem: - -
gigs = LA 2 o g
.2 A
Marca-se entao B'C' = 1 sendo
B'C' sobre B'A', porque um pon-
to para pertencer a uma reta C

de perfil, tem que possuir suas
projegoes sobre as corresponden
tes da reta, embora a reciproca B
nao seja verdadeira.

Fig.174

45 ¢ Por um ponto (C) tragar uma reta (C)(D) paralela a uma reta (A)(B).

w [2;-3;3]
® [2;1;1]
© [45;1,5;2]
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SoLUGAO: (fig. 175)

= s planos em que-estao contidos a reta e o-ponto
igmizeo(Ai)(B ) e (gl)’ Por (C7) traga-se (01)(Q J pa-
ente a (A7)(B7),sendo o ponto (Dg) marcado arbitrarig
poiS'nenhuma condigao fot imposta a esse ponto. Desfet
mente’ebatimento do plano que contem o ponto (Cl)‘teremos as
ue 96;523 D e D' do ponto (D) e a reta pedida sera (C)(D) da-
dzogelas projegoes CD e C'D'.

Rebaten
dadas:
paZe Lam

(A)) AzA'

c! (c,)
/ vy’

\D‘ ’D/’

N \H, B -
21

/,

J—//

Fig-175 ¥ I

46

®Dé-se uma reta de perfil (A)(B) e um ponto (M) no mesmo plano da reta. Pe
de-se tragar por (M) uma reta (M)(N) de 2 cm e paralela a reta (A)(B).

W [o;1;1]
® [0;3;3]
©[?;5;55]
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sorugXo: (fig. 176)

Ndo é dada a abscissa do ponto (M),mas como ele esta stituado
no mesmo plano de perfil em que estd contida a reta (A) (B),
conclui-ge que sua abscissa serd a mesma dos pontos(A) e (B)
Rebatido o plano de perfil que contém a reta, obtem-se
(A1) (B1) e (M1) e por esse ponto (M1) traga-se paralelamente
a (A1) (B1) o segmento (M1)(Nj) de 2em de comprimento,pois
(M1) (N1)y como ja sabemos exprime a verdadeira grandeza do
segmento (M) (N). Desfeito o rebattmento, temos em MN,M'N' qgs
projegdes da reta pedida. (Ha uma 2a. solugdo nao figurada
na epura)

M M,)

(ny)

A 1A,

/

M Fig.176
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SOLUC.IO: (fig. 177)

s pontos (A) e (B) sao equidistantes da linha de terra,e-
- Odefinem uma reta de perfil perpendicular a Tn'. E o ponto
Zeé); sera;portanto, simétrico ao ponto (A) em relagao a mmu'
2 o, a sua abscissa sera a mesma do ponto (A) e as outrras
Zogpaenadas iguais em grandeza mas de sentidos contrdrios as
gzoponto (A). 0 vebatimento do plano de perfil fornece em(A;)
(B7) © segmento pedido.

A'iB (A,)

(8,) AzB'

Fig177

48 eTragar a épura de duas retas de perfil (A)(B) e (C)(D) paralelas, sem recorrer

ao rebatimento :
© [4;1;2]

w [0;1,5;3]
® [0;3;0] o [4;2; 2]

47 eDdo -se dois pontos (A) e (B) equidistantes da linha de terra e situadosemum
plano de perfil. Qual a posigdo do segmento retilineo (A)(B) que une esses

dois pontos ?
® [3;3,5;3,5]
® [ ?;?2; 2]
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i
.

m ponto (M) tragar uma frontal que encontre o plano horizontal a 3,5
v
e Z:\r de um ponto (A) desse plano.

v [o;1;2]

(a) [4; -2;0]

SOLUGAO: (fig. 178)

Locadas as retas dadas, tragca-se
a reta auxiliar BC, B'C!, Traga
se também a projegdo horizontal ’
AD, que corta BC mno ponto 1 e s
faz conhecer 1' sobye B'c!'., py- -
nindo-se A'1' ¢ prolongando-se,

tem-se D' sobre aq linha de cha- c soLUgAo: (fig. 180) .

mada da reta CD, C'p’, : . s ' ' te situado no
fig. 135). ‘ As,retas ((Z()ZI;B) Z A i [ocados os dois pontos, obtém SZ)MM ,.fn-ﬁAg’ 522m descreve-se o
(C)(D) sdo paralelgs. ) D ptano(m_) . Com centro em A = (A) e ’

jeca % tal M do ponto, faz-se

Psz lo e pela projegao. horizon lo p )
arae g cziggelamez:tte a linha de terra, _a projegao hoz;:o;tai
' passar;tiz que interceptara o arco de c'z,rc,ulo'nos io.zamente
. Fig.178 ! ga fZZtos esses que dao a-conhecer H' e Hj réspecti N
|g- i 7P Sl ‘
a de terra. » .
Zozzibclzerﬁznadmite duas solugoes: retas (M)(H) e (M)(Hi),cuja

projegoes sao MH, M'H' e MH;, M'H';.

49 OTrdgar uma reta de perfil (A)(B) que encontre uma reta (C)(D). ‘
W Ll2:35;35] (©F[1;2;1]

® [2;1; 2] ® [6;1;3] M Aila)
1
. | g
A J ) QA‘
= ) ¢
SOLUGAO: (fig. 179) i WA A N,
Loca-se a reta qualquer (C)(D) u\ ol
€ o ponto dado (A) e verifica- i L
Se que as projegoes horizontats I‘ 1) ‘F HI
AB e CD se interceptam em I que ’, 4 i M H
faz conhecer I' sobre C'D! pots c g .
e evidente que (I) pertence a 18,) i
(c)(p). 0 T { Fig 180
Rebatido o plano de perfil em - i
que esta contido o ponto (4),0b
tem-se (A7) e (I;). Une. ~ se B / 1 - e a reta
(A7) (I7) e prolonga-se até(By) 7 51 ¢ Por dois pontos (A) e (B), tragar duas retas .Pdralelas:hsalgw}gc; se qu
na perpendicular a linha de ter e que une os seus tragos verticais, tem uma direglio dada ( 4
ra proveniente do rebatimento S i . 410 s 5.5
da projegdo horizontal B, e que c I g i (A) [0; 2; 4] © [] 185 = ]]
da a conhecer B' na mesma linha ; ¢ D) [ 4,5;0; 4
de chamada de B. A retq (A) (B), A (B) [6; ?; 2] ©) [ ol
de perfil, pelas suas projegoes ‘
AB, A'B', & a .solugdo A
Fig.179

|
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soLu¢do: (fig. 181)

Locados os pontos,traga-se a reta (C)(D) de projegoes CD,C'D'. sorugAo: (ftg. 182)
Tragc-se a seguir a reta (A) (V) que tenha o seu trago vertt
cal V' sobre C'D' (a projegdo vertical A'V' com qualquer in-
clinagao). Por B' traga-se a projegao vertical B'V; paralela
4 projegao A'V' e por Vig projegao V1B paralela a AV.Fica as
sim determinado o afastamento do ponto (B) que nao fbra dado
e as retas (A)(V) e (B)(V71) sdo paralelas e tém tragos vertt

cais sobre (C)(D).

Rebate—se © plano_de perfil que contém a reta (C)(D) e saben-
do-se que {B) esta sobre (C)(D)ydetermina-se facilmente a pro
jegao verttqaZ«B'. Conhecendo-se essa projegao vertical B!tra
¢a-se a projegao vertical pedida. o

{o/) o'

AI

- fc,)

cl

A .
Fig.182
SOLU¢Z0 Do EXERCICIO 28:
Fig.181 I - areta f
& €ta for perpendicular ao plano ' 2
2 Prodent nebd Le o P e neste caso entao a
ZZ§Sgirpz:as projegoes sobre as projegbes corresponden-
52 eConhecida a projegdo horizontal da reta (A)(B) e a projegdo vertical de um 5~ e WMARSS i Be%s for A8 perrl,
dos seus pontos, determinar a projegdo vertical da reta sabendo-se que © °‘i szziza g pZ'ang PeEaNR BN SRaoe B ehiiges g Lo
tro ponto pertence a uma refa} de perfil (C)(D) j q al de pProjegac. Z,
T retq 7
- [-]; . 3] & [ _— _3] k. qualquer passando pela linha de terra.

estio nuy
m mesmo
renteg, plano, podendo ser paralelas ou concor—

® [5;1,5; 2] o[ 2;-2;35]
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6 - paralelas ou reversqgs.

s @ Estudo do plano. Tracos do plano
o z;z—;g'Ze fas entre si. Ezemplo: retas verticais ou retas de :'l:::t.i;l’oéisci‘:lodz'ar::aeplano
‘ i @ Pertinéncia de ponto e plano
Pieae niiin- ot ‘ @ Retas principais de um plano
= frontohorizontal. .

= Gepadind pus. III @ Elementos geométricos que definem um plano

SOLUGAO DO EXERCICIO 37: (fig. 183)

Va fig.168 sao dados: pro-
Jegao vertical de (A); pro
Jegao horizontal de (B) 3 ;
projegoes em coineidénciq A
do ponto (C). Pede-se com-
pletar a épurg.

Tragam-se as linhas de cha
mada por A' e por B,porque
evidentemente qgs projegoes
A e B' nao dadas nelgs se
sttuarao. Como diz o pro- )
blema que o ponto (C) per- 8
tence a reta (A)(B),une-se

BC e prolonga-se até 4 ng
linha de chamada baitxada -
de A'. Tem-gse assim AB.

Da mesma forma une-ge A'C’

€ prolonga-se, obtendo-ge A
B', e assim completando-se

a epura. Fl'g- 183

® Estudo do plano. Tragos do plano

Grias posigSes em rela
Tal como vimos no estudo das retas, um plano poiie ocupar va !f po’ [ a
gdo aos planos de projegdo, tomando em consequéncia nomes diferentes.

Trago de um plano &
a intersegdo desse pla
no em outro. Entre
tanto, emprega-se ge
ralmente a expressdo
*Tragos do Plano® pa
ra exprimir a infersg
gdo desse plano com

os planos de projeggo.
4 ¢ ;
SOLUGAO DO EXERCICIO 39: Assim, na fig.184, o
plano (o) intercepta
© plano horizontal
PERGUNTAS RESPOSTAS (TT) segundo a feta
AT ; o mesmo pla
1 E no(a) intercepta o
2 E plano vertical( 1 ') se :
3 ¢ gundo a reta g '.En (n)
4 E tdo as retas ameq !
5 E $d0 os tracos do pla
g g ;: (Ol-)I. Os fro:;jo;
Um plano sdo e .
g g Signados por uma le F'g184
10 c tra do alfabeto grego
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que individualiza o plano considerado, seguida da outra letra grega que individug
liza o plano de projegdo, isto &, (m) ou (T')conforme se trate de plano hor}
zontal ou plano vertical respectivamente. Entdo, na fig. 184, como o plano cons
derado é (o), tem=se: trago horizontal a reta am e trago vertical a reta g !
Em geral um plano possui os dois tragos, podendo entretanto possuir s6 um, pois i

quando for paralelo a um dos planos de projegdo,ndo terd trago nesse plano, come
é evidente. :

As posigGes dos tragos de um plano em relagdo & linha de terra sdo variaveis, isto
é, podem os tragos ocupar posigSes diferentes, conforme a situagdo do plano, po=-
dendo ser distintos (concorrendo ou ndo com a linha de terra) e coincidentes com
mm' . Quando os tragos sdo distintos e ndo paralelos a linha de terra, eles c:mya
correm num mesmo ponto dessa linha e a épura é a da fig. 185. Na prética, nesse
caso, para a determinagdo’do -plano na &
pura, sdo dados a abscissa do pont
T= T' de concorréncia dos tragos sobre
linha de terra e os &ngulos que cada tr ]
o forma com mw ', Esses éngulos sdo o=
rientados no sentido frigonoméfrico (sent
do direto ou dos ponteiros) e tam a linh
de terra como origem. Assim, por exemplo,
na fig. 185, o angulo deam'com-a |
nha de terra & contado no. sentido da set
1 e é positivo e o angulo de am com
mesma linha, & negativo e contado n
sentido da seta 2.

o<

Fig-185

® Posigdes do plano

Do mesmo modo que no capftulo anterior estudamos as posigdes das retas, veremos
agora as posigSes dos planos, seus nomes e suas épuras.

) PLANO QUALQUER

Eo plano obliquo dos dois planos de projegdo (fig.184). Possui os dois tragos dis
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. concorrendo sobre a linha de terra em um mesmo ponto. Sua épura gera|j
o apresenta como se vé na fig. 185. Entretanto pela maneira do plano se si
e s i o, a épura pode aparecer em qualquer das posigSes indicadas na fig.
w%r g ies Tzu'e caracteriza o plano é possuir os dois tragos obliquos & linha de
i p:a’o importando como fiquem.

/ :
\ l \
Y,

on

terra,

pl

Fig.186

I) Planos segundo o paralelismo em relagdo aos planos de projegdo.
PLANO HORIZONTAL (ou de nivel)

Esse plano, se apresenta como nos mostra a fig. 187. Basta definf-lo como " plano
Paralelo ao plano horizontal de Rrojegdo". A épura (fig. 188) é caracterizada por
Possuir apenas um trago, o vertical, e , paralelo a linha de terrq.

PLANO FRONTAL (ou de frente)

No espago, se apresenta como nos mostra a fig. 189. fo plano "paralelo ao plg
"o vertical de projegdo” . b

&pura (fig. 190) & caracterizada por possuir também um trago apenas,o orizon
Als e, paralelo & linha de terra.
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111) Planos segundo o perpendicularismo em relagdo aos planos de projegdo.

Obs.: Os dois planos estudados anteriormente sdo também perpendiculares, cadaum,
a cada plano de projegdo, isto &, todo plano paralelo a um plano de projegdo se
14 forgosamente perpendicular ao outro; a reciproca,porém,ndo é verdadeira, como
veremos nos dois planos a seguir.

PLANO VERTICAL

No espago se apresenta como nos mostra a fig. 191. E o plano perpendicular ao
plano horizontal e obliquo ao vertical.

oc
O —
Fig.187 Fig 188 ::r
H
o<
Fig.191 Fig.192
Sua ¢ .
o nL: :pu'f"’ (fig. 192) & caracterizada por possuir o trago vertical perpendicular & Ii
€ terra e o horizontal obliquo & linha. -
Fig 189 Fig. 190 iquo & mesma lin
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PLANO DE TOPO

No espago se apresenta como nos mostra a fig. 193. € o plano perpendicular q
plano vertical e obliquo ao horizontal. Sua épura (fig. 194) é caracterizada po
possuir o trago horizontal perpendicular & linha de terra e o trago vertical oblig
& mesma linha. € o inverso do plano vertical, anteriormente estudado.

Fig.193

PLANO DE PERFIL

N? espdcgo se apresenta como nos mostra a fig. 195. Eo plano perpendicular
dols FflaAnos de projegdo. Sua épura é caracterizada por possuir ambos os tragos ef
coincidéncia, perpendiculares & linha de terra (fig. 196).
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o

ecr’

oLn

Fig195 Fig- 196

IV) PLANO PARALELO A LINHA DE TERRA

Quando do estudo da reta no capitulo anterior, vimos que ndo existe reta perpendi
cular,ao mesmo tempo, aos dois planos de projegdo, mas sim reta perpendicular &
intersegdo deles, que & a reta de perfil. Mas hd reta paralela aos dois planos, que
é o caso da frontohorizonta!, paralela aos dois planos de projegdo.

No estudo do plano, observa-se o inverso.

Ndo hé plano paralelo aos dois planos de projegdo, e sim paralelo & intersegdode
les, mas hg plano perpendicular aos de projegdo, que & o plano de perfil, que a
cabamos de expor.

O plano paralelo & linha de terra ndo tem nome especial. E apenas "um plano
Pﬁrc.‘lelo 4 linha de terra *, e aparece no espago como nos indica a fig. 197.
.enficq-se que & um plano ebliquo aos dois planos de projegdo, numa posigdo par
ticular, Syq épura (fig. 198) é caracterizada por possuir ambos os tragos paralelos
A linha de terra.

Obs.: ©

) plano paralelo & linha de terra, conforme nos indica a fig. 197, esté no

o 4 ; :
m‘ diedro e gtravessando o 29 e 49 e daf sua épura apresenta o trago vertical aci
@ € o horizontal abaixo da linha de terra (fig. 198). Mas o plano pode estar n -
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o’

o<

Fig.198

posigdo como aparece na fig. 199, atravessando os 12, 29 e 392 diedros e nesse ¢
so, a épura (fig. 200) mostra os dois tragos acima da ‘linha de terra, como també

Ivg ¢
3

Fig 200

Fig.199
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:q ambos os tragos abaixo dessa linha se o plano passasse pelos 19, 42 e 39 di
rzr:os podendo ainda os tragos coincidir, acima ou abaixo da linha de terra.
e 7

V) pLANO PASSANDO PELA LINHA DE TERRA

Nesse caso, conforme mostra a fig. 201 os tragos do plano coincidem com a linha
de terra. E o caso do plano bissetor, quando for o lugar geométrico de todos os
pontos de afastamento e cotas iguais.

Fig.201

Ndo sendo conhecida a inclinagdo do plano, ele sé ficard determinado se conhecer

Mos outros elementos, como um ponto ou uma reta desse plano, por exemplo,o que
veremos mais adiante.

Resumindo o estudo das posigSes dos planos, temos:

1)

Planos com dois tragos distintos:

2) QUALQUER

— Obliquo nos dois planos de projegdo. Tragos ob |7~
quos ¥ linha de terra e concorrentes num mesmo pon
to dessa linha.

o) PERFIL e

Perpendicular aos dois planos de projegdo. Tragos
numa mesma perpendicular & linha de terra.
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c) PARALELO A —— Os tragos distintos, ambos paralelos & linha de ter-
LINHA DE TERRA ra.
d) VERTICAL, =————* Perpendicular ao plano horizontal e obliquo ao pqu_

no vertical de projegdo. Tragos distintos, sendo o
vertical perpendicular & linha de terra e o horizon
tal obliquo a essa linha. b

L

e) TOPO —m———— Perpendicular ao plano vertical e obliquo ao planc
horizontal de projegdo. Tragos distintos, sendo o ho
rizontal perpendicular & linha de terra e o vertical
obliquo a essa linha.

2) Planos com um trago .apenas:

a) HORIZONTAL —— Paralelo ao plano horizontal de projegdo. S5 possu
trago vertical e paralelo & linha de terra.

———+ Paralelo a0 plano vertical de projegdo. 56 possu

b). FRONTAL
trago horizontal e paralelo & linha de terra.

3) Plano com tragos em coincidéncia:

o que passa pela linha de terra, onde coinc
dem seus tragos. :

RETAS DO PLANO

J& estudamos as diversas retas: qualquer, horizontal, frontal, frontohorizontal,v:
tical, de topo, de perfil. ‘

J& vimos também os diversos planos: qualquer, horizontal, frontal, vertical, de
po, de perfil, paralelo & linha de terra e passando pela linha de terra.

Estudaremos agora a combinagdo de ponto, retas e planos, focalizando a pertin
cia entre eles e as retas contidas nos planos.

Antes de estudarmos as retas dos planos, precisamos saber quando uma reta pertence
a um plano, ou seja:

@ Pertinéncia de reta e plano

REGRA GERAL

Uma reta pertence a um plano quando possui os seus fragos sobre os tragos corfes
pondentes do plano. ;
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Obs.: Essa regra sofre excegdo quando se trata de um plano que passa pela linha
de terra, © qQue veremos pouco mais adiante (fig. 229).

Um plano no_ol podt; conter ?enao) determinadas r?taf - Vemos; por exemplo, na fig.
202, qus o plano orizontal (a) de trago 0T ndo pode conter a reta vertical (r)

is s6 h& um Onico ponto comum & reta e ao plano que & o ponto (A) onde a re
ta fura o plano. Entretanto, esse mesmo plano de trago am 'pode conter a reta

(r)

vliiv/” (s) @

« A)

Fig- 202

de to

Regrqp%; (s),| a ?ual tem seu trago (V) sobre o trago vertical do plano, conforme a

o - difem acima deSCI'I.fO. Com excegdo do plano qualquer, que pode conter 4
erentes, os demais planos sé6 podem conter trés retas cada um.

1) RETAS DE PLANO QUALQUER

Um

Pk s::n?q,:l;;g::u;r- sendzl?bﬁquo dos dois planos fie projegdo, podera conter as re

fivy pecins com;mm obliquas a eles ou, no minimo, a um deles pelo menos. As
r as seguintes retas: -

— qualquer ;

— horizontal ;

— frontal ;

— de perfil.
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a) Reta qualquer: desde que os tragos da reta estejam sobre os tragos de m

mo nome do plano, a reta pertencerd ao plano, sem qualquer outra restrigdo.
mos na épura da fig. 203, a reta (r) pertencer ao plano de tragos am, am 'po
que os tragos (V) e (H) dessa reta estdio sobre os tragos correspondentes ao plan
Jé na fig. 204 a reta (r) ndo pertence ao plano, porque o trago (H) da reta ng
estd sobre o trago am do plano.

Obs.: Em geral, uma reta ndo define um plano, porque na fig. 203, por V'e po!
H-podemos fazer passar tantos tragos de planos quantos se queira. Mais adiante vé
remos quais as retas que definem um plano.

b) Reta horizontal: Uma reta horizontal ndo tem trago horizontal como j& Vi
mos quando estudamos tragos de retas. Entdo, o ponto comum &.projegGohorizof
tal da reta e ao trago horizontal do plano serd um porito impréprio, isto &esta i

DESCRITIVA I

no infinito. Dai, conclui-se que a pro
jegdo horizontal da reta deverd ser pa
ralela ao trago de mesmo nome do plg
no. Quanto ao trago vertical da reta
deverd estar sobre o correspondente do

plano, tal como vemos na épura da fig.

205.

Fig.206

11

c) Reta frontal: Uma reta frontal
ndo tem trago vertical. Entdo o pon
to comum & projegdo vertical da reta
e ao trago vertical do plano serd um
ponto impréprio, ou seja, projegdio ver
tical da reta paralela ao trago verfi
cal do plano. Quanto ao trago hori
zontal da reta, dever§ estar sobre o
horizontal do plano, como nos mostra
a épura da figura 206.
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d) Reta de perfil: Tratando-se de reta de perfil, a &pura ndo indica o d-’, r’ v's(v) wr -
ples vista, se ela pertéence ou ndo a um plano qualquer. Opera-se o rebatime,
do plano de perfil que contém a reta e determina-se seus tragos, os quais, se e
verem sobre os de mesmo nome do plano, como mostra a fig. 207, indica que q ¢
ta pertence ao plano.
v = %
“ =
J’ o
r
Vifv)
4 (a,) Fig.208 Fig. 209
b) Reta frontohorizontal: Nao possuindo tragos, a fronto horizontal de um
plamo horizontal & caracterizada pela épura da fig. 209, onde a sua projegdo ver
tical r' coincide com-o trago de mesmo nome do plano o '.

c) Reta de topo: Sendo a reta de

topo caracterizada por possuir a proje
960' virfical .reduzida a um .ponro ea an I"‘§(V)§V'
projegdo horizontal perpendicular & Ii
nha de terra, a épura da fig. 210 mos
tra uma reta de topo (r) com a sua pro
iegdo puntual ' sobre aw ', coinciden
te com seu trago vertical.

2) RETAS DE PLANO HORIZONTAL

Como o plano horizontal & paralelo ao plano horizontal de projegdo, s6 podei
conter as retas que também sejom paralelas ao plano (1) e que sdo:
— horizontal ;
— frontohorizontal ;
— de topo.

Fig. 210

a) Reta horizontal: A épura (fig. 208) se caracteriza pela coincidéncia d
projegdo vertical da reta com o trago a7 ' do plano. O trago vertical da reta *
nico que possui — esté sobre o trago o1 'do plano.

(vide figura 208 na pagina seguinte)

“—
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3) RETAS DO PLANO FRONTAL

Como o plano frontal & paraleloao plano vertical de projegdo, s poderd& cont
retas que também forem paralelas ao mesmo plano (') e que sdo:
— frontal ;
— frontohorizontal ;
— vertical.

a) Reta frontal: A projegdo hori- - -
zontal da reta (r) coincide com o oni
co trago do plano, que é o trago ho
rizontal a7m , onde também estd con
tido o Onico trago da reta, que é o
horizontal (H).

XHH) r &M

Fig-21

’.I

b) Reta frontohorizontal: Nao
hé dificuldade na sua representagdo e o
épura (fig. 212) nos mostra a frontoho
rizontal (r) pertencente ao plano de trq
Go am. -

pESCRITIVA | ns

Reta Vertical: Também ndo ofe
dificuldade a sua representagdo. A
I:ece (fig. 213) mostra uma reta (r) ver
e.y:;"l" como pertencendo a um plano fron
::,| de trago QT .

< ri(H):H

; Fig. 213
4) RETAS DE UM PLANO PARALELO ‘A LINHA DE TERRA ‘g

sendo o plano paralelo & linha de terra, oblfiquo aos dois planos de projegdo, s6
dera conter retas paralelas & linha de terra e obliquas dqueles planos. Entdo, as
r:tas que podem estar contidas em um plano paralelo & linha de terra sdo:

e quaquer;
— frontohorizontal;
— de perfil.

a) Reta qualquer: Se os tragos da  reta estiverem sobre os tragos de mes
mo nome do plano, a reta pertencerd ao plano. A épura da fig. 214 nos mostra v
ma reta qualquer(r) pertencendo a um plano de tragos am e o7 ! paralelos & linha

de terra.
V'HV)

o’

H v

L H o<

Fig 214
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<!

v’z(v)
r o
M v
r (> -
HEN)
eC T
Fig. 215

tfrago correspondente am' . De
terminando-se o trago horizon-
tal (H) dessa reta auxiliar, cons
tata-se que ele ndo estd sobre
o trago arm do plano, o que
significa que o reta dada ndo
pertence ao plano. O ponto(O)
pertence u reta dada e também
b reta auxiliar por ele tragadg;
mas ndo pertence ao plano por
que a reta (H)(V) ndo pertence.
E, se um ponto ndo pertence a
um plano, nenhuma reta que o
contiver, "pertencerd.

A fig. 216 nos mostra a épura
de uma reta (s), frontchorizon
tal, pertencendo a um plano(a)
paralelo & linha de terrg.

b) Reta frontohorizontql:
a.retq é frontohorizontal, a épura ngo in.
dica diretamente se elqg pertence ao p, :
Seja na fig. 215 q retq (r) dada peI:sq
as projegdes, que se deseja saber se per: v
ce ao plano cujos tragos sso o ean!
fa isso toma-se um ponto (O) de proie) Sec
O e O' sobre q retq dada, isto & !
com suas projegdes sobre qs de me'smop:r;
me da reta dada e por ele faz-se passar
ma reta auxiliar (H)(v), qualque
situando-se o ponto (V) sobre

< V'siv)
- o s’
. v
— s
(]
Wi "y

Fig 216
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vilv) o m!

/;' ; (A))

y (B',

Hy

/ -

A
2
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c)Reta de Perfil: Semelhan

temente ao que foi feito na fig.
207, a épura ndo indica direta
mente se a reta de perfil (A)(B}
pertence ao plano paralelo & li
nha de terra. Opera-se o rebati
mento do plano de perfil que c;}_g
tém a reta, cujos tragos, determi
nados, deverdo estar sobre os de
mesmo nome do plano, conforme
se verifica na épura da fig.217.

Nesse caso, a reta de perfil per
tence ao plano paralelo & linha
de terra, porque os tragos H e V'
estdo sobre os correspondentes do
plano.

H2(M) o< n
Fig. 217

5) RETAS DE UM PLANO VERTICAL

Sendo o plano vertical perpendicular
ao plano horizontal de projegdo e obli
quo ao plano vertical, s6 poderd con
ter retas que sejam perpendiculares ao
plano (1) e oblfquas ao plano(n '). E
essas retas s@o :

— qualquer ;

— horizontal ;

— vertical.

Observe-se q fig. 218. Verifica-se que
toda figura contida num plano vertical,
$¢ projetard no plano () sobreo trago
Orizontal am do plano, com o qual
coincidirg.




<
sy
=

4
a) Reta qualquer:A reta qual- ’
quer (A)(B) da fig. 219 pertence ao
plano vertical de tragos am e an!'
porque obedece & regra geral de pos-
suir tragos sobre os tragos corresponden
tes do plano e sua projegdo horizontal

¢) Reta Vertical: A vertical (r)
da fig- 221 também pertence ao pla-

no vertical, porque seu trago horizon-

o’
S

esfinaile By & Reacy M e % tal (que coincide com a projegdo pun
il il ¢ I = tual) esta sobre o trago am do plo ri(N):H
o plano. no e sua orojegdo vertical & paralela
ao trago -ertical do plano.
A Fig.221
ol
6) RETAS DE UM PLANO DE TOPO
Fig.2 Sendo o plano de topo perpendicular ao vertical de projegdo (') e obliquo ao ho
1g-219 rizontal () , s6 poder& conter retas que sejam obliquas ao plano (7) e perpen
diculares ao plano(n ' )e que sdo:
— qualquer;
’ — frontal ;
or — de topo:
- Observe-se a fig. 222. Verifica-se que toda figura contida num plano de topo, se
b) Reta horizontal: Do mesmo mo -~ A ’ projetard no pl ¥ Spake 1 _—
= < plano( 7 ' )sobre o trago o.m' com o qual coincidira.
do, a horizontal (A)(B) da fig. 220 per vilv) 8 Cor®3 ¥ 9
tence ao plano vertical, porque seu ©
nico trago (trago vertical) estd sobre o
trago vertical do plano (a1 ')e sua pro
jegdo horizontal coincide com o trago v
a7 do plano. —
A

Fig-220
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a) Reta Qualquer: A reta qualquer (r) da fig. 223
topo, por possuir seus tragos sobre os tragos correspondent
jegdo vertical r' coincide também com o trago am' do p

Vi)

H[i(H)

“T  Fig223

b) Reta Frontal : Sem dificuldade
s¢ constata que a reta frontal (s) dq

fig. 224, pertence ao plano de topo -
a),

pertence ao plano (q)
es do plano e a suq
lano.

sl
M, :
=fag)
HETH) o~
o<
)
Fig.

: 121
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Reta de Topo: Pelas razdes ja
s, a fig. 225 nos mostra uma re
expos'?c; o (s) pertencendo a um pla-
i c;i foF;,o, porque sua proieqé&o pun-
°| ' estd sobre o trago aT e sua
w:iet;ao horizontal S & paralela ao tra
pr

o am do plano.

c)

o o6
s#1(yizy’

Fig- 225

7) RETAS DE UM PLANO DE PERFIL
Sendo o plano de perfil perpendicular aos dois planos de projegdo, s6 poderé con-
ter, como & evidente, retas que sejam perpendicular a (1) ou a (7 "Je pel;per_)
dicular intersegdo deles, isto &, perpendicular u linha de terra 7', Tais retas sdo :

- de topo;
- vertical;.
-.de perfil.

Em qualquer dos casos, as projegdes da reta estardo em coincidéncia com os tragos
¢
°espondentes do plano.

A fig. 204 nos mostra, em um plano de perfil (), as retas (A)(B) vertical, (C)(D)
de topo e (E)(F) de perfil e na fig. 227, q épura correspondente das mesmas retas
" plano ge tragos an e am',
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AiBiH C DE F

Fig.226

8) RETAS DE UM PLANO QUE PASSA POR mr'

Um plano que passa pela linha de terra, & um
plano obliquo aos dois planos de projegdo, nessa
posigdo particular como vimos na fig. 201.Se ele
estiver igualmente inclinado em relagdo cos pla
nos de projegdo, seré entdo um plano bissetor .
Esse plano sé poder& conter retas que passem pe
la mesma linha que ele, isto &, retas que pas-
sem pela linha de terra ou paralela a essa linha.

Quando do estudo desse plano (fig. 201), foi dito
que ele sé ficaria determinado se conhecéssemos
outros elementos, como um ponto ou uma reta e
agora explicaremos a. razéo.

Como bem se observa na fig. 201, os tragos desse plano se confundem em uma

AT

A3
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ta, que & a linha de terra. E como normalmente uma reta s6 ndo define um
. r: ('q excegdo veremos pouco adiante, com retas de méximo declive e méaxima
?IaTinaqqo) segue-se que somente a linha de terra ndo pode definir o plano que
- ela passa. Entdo & necessario, pelo menos, mais um ponto para que, com a
o linha de terra, possam definir o plano.
A : Assim, na fig. 228, o ponto (A) e alinha
de terra 7 'definem o plano nessa ‘po si
¢do e, como nesse ponto, cota e afasta
- mento sdo iguais, temos entdo « épura do
plano bissetor (no caso o 19 blssetor)(B )
e que se |&: plano mm ' (A).

Dissemos, quando estudamos "Retas de pla
nos", que a regra geral para umareta per
tencer a um plano & que seus tragos de
A veriam estar scbre os tragos corresponden
tes do plano; mas ficou dito também que
havia uma excegdo, quando se tratassede
plano que passasse pela linha de terra e &
Fig.228 essa excegdo que estudaremos a seguir.

Seja a fig.229, onde o plano(a)passa pela linha de terra e a reta (A)(B) com um
ponto (A) sobre mm

Fig.229 Fig-230
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Observa-se que a reta tem seus tragos sobre 71 ' e portanto sobre os tragos do p
no, e entretanto ela ndo pertence ao plano. A reta (A)(C) na mesma figura 23
pertence ao plano (o) porque ambos os pontos (A) e (C) pertencem ao plano.
fig. 230 fornece a épura de uma reta (A)(C) pertencente ao plano mm' (C).

Também, quando uma reta tem um ponto sobre a linha de terra  em coincidénc
com o ponto de concorréncia dos tragos do plano, ndo podemos a priori, pelq s
ples inspegdo da épuraq, afirmar se ela pertence do plano. E preciso nesse caso

rificar se mais um ponto da reta pertence ao plano. (O caso de pertinénciade poi
to a plano seré estudado imediatamente a seguir). 7

Na épura da fig. 231, a reta (A)(B) ndo pertence ao plano de tragos am e am
apesar de possuir seus tragos sobre os tragos de mesmo nome do plano, porque
ponto (B) ndo pertence u horizontal (V)(C) do plano .

tv) 8 c’
rir’
T AA =
B
c
Xy
Fig- 231
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0 pertinéncia de ponto e plano

REGRA GERAL (sem excegdo) :

"
wUm ponto pertence a um plano quando pertence a uma reta do plano:

seja a fig- 232, onde sdo dados o plano qualquer de tragos &, ¢ an'e o ponto
(A). A &pura ndo indica diretamente se o ponto pertence ou ndo ao plano e, para
o verificagdo, procede-se do seguinte modo: por uma das projegdes do ponto ( no
caso, pela projegdo vertical A') faz-se passar'uma reta (r) do plano ‘(no caso, uma
horizontal) . Esta horizontal tem seu trago vertical sobre o trago vertical do pl-ano
e sua projegdo horizontal & paralela ao trago do mesmo nome do plano (ver fig-

205) .

o’

Verifica-se que a projegdo horizon-
tal A do ponto ndo esta sobre a proje-
¢do de mesmo nome da reta. Entdoopon
to (A) ndo pertence & reta (r). A reta
(r) pertence ao plano. e o ponto
(A) nGo pertencendo & reta (r) ndo per
tencerd ao plano.

Fig.232

Seja ainda a fig. 233: um plano com os tragos em linha reta (plano qualquer )

€ © ponto (A) dado pelas projegdes, que desejamos saber se pertence ou ndo ao
Plano,

Usou-se agora uma frontal (r), cuja projegdio vertical r' passando por A' & paralela
20 frago am' do plano e projegdo horizontal r paralela v linha de terra. E uma
fontal do plano porque o seu trago horizontal H estéd sobre am . Verifica-se que
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a projegdo A esté sobre a projegdo r da
reta e portanto, o ponto (A) pertence

reta (r). Logo, o ponto (A)

pertence

ao plano porque pertence & reta (r) des

se plano.

L4

A r

Fig 233

Obs.: Neste estudo de "pertinéncia de ponto e plano" podemos simplificar a
tdo, conforme o plano seja "projetante® ou "nGo projetante”.

Diz-se que um plano & projetante, quando & perpendicular pelo menos a um
planos de projegdo. Assim, sGo projetantes, os planos :

Horizontal
Frontal
Vertical

Topo
Perfil

(perpendicular
{perpendicular
(perpendicular
(perpendicular
(perpendicular

S3o "ndo projetantes" os planos obliquos aos de projegdo.
lelo &.linha de terra e os que cont€m a linha de terra.

Entdo, se o plano & projetante, a &pura indica diretamente se um ponto dado
tence ou ndo a ele. A simples situagdo de uma das projegdes do ponto & suficie
te para a afimagdo. Consideremos a que plano de projegdo & perpendicular o P

no dado.

a 7')
a m )
a 7 )
a w')

a memn')

SGo eles: qualquer, par
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19) Se for perpendicular ao plano horizontal (m) , para que um ponto a ele per

a, & suficiente que possua sua projegdo horizontal sobre o trago horizontal do
tengds

plano'

lo: Na fig. 234, vemos um ponto (A) pertencendo a um plano (a) fr?nfal e
Exemee Go horizontal A do ponto sobre o trago aT do plano. Na &pura (fig.235),
, proc||°§a proiyegao A sobre am., ndo importa onde esteja a projegdo vertical: em
::f.t anA“ ou A"™, o ponto (A) pertence ao plano.

7

2y~

[¢ A' ) A"
* A”
Al
4 |
() /-‘ A A

Fig.234 Fig.235

20) Se for perpendicular ao plano vertical(m ' )para que um ponto a ele pertenga,
€ suficiente que possua sua projegdo vertical sobre o trago vertical do plano.

Exemplo : Naq fig. 236, vemos um ponto' (B) pertencendo a um plano (@) de topo
€ Sua projegdo vertical B' sobre o trago am' do plano.

No_éPU"Cl (fig. 237) estando a projegdo B' sobre am' , ndo importa onde esteja a
Plojecdio horizontal : em B, Bl' 32' o ponto (B) pertence ao plano.

(vide figuras 236 e 237 na pagina seguinte)
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Seja ainda, como exemplo, a fig.239, -
siderando-se o plano paralelo & linha de
terra, ao qual deseja-se saber se lhe per

129

f tence o ponto (A). Traga-se por A'aq pr§
‘f’ jegdo vertical de uma reta qualquer auxi am vily)
8 liar, situando-se o trago vertical V'sobre —
om' e o horizontal H sobre am . Verifi &
@ ca-se que a projegdo horizontal A do pon
’ to esté sobre a horizontal VH da reta, in "
B - d . = H v
(8) dicativo entdo que o ponto pertence & re
8 ta, e consequentemente, pertencendo tam - -
" bém ao plano. S
4
x f" okw Quando um ponto possuir uma das proje e
ﬂg goes so.bre~ um df)s tragos do elano €a ovu Hiﬂ'l) oK
o v tra projegdo estiver sobre a linhade terrq,
entdoy nesse caso, o ponto pertence ao frc_:
J go do plano onde se situar a projegdo. Flg- 239
Fig.236 Fig 237
\}
41
d-
o c’ Exemplo: Na fig. 240, o ponto (A) per
: I B P g ) O po per
Na. ép::ra da fig. 238, s6 pela posigdo ; tence ao trago horizontal a7 do ploncz
r'::,rle::: f pie ;’“(CP)”"?o (C):'epo‘ie‘s: ‘; , (a) e o ponto (B) ao trago vertical am
o o perience O = ) - do mesmo plano.
no vertical (@), porque aquela proj eg: s 4
= J - nGo estd sobre o trago correspondente d
c plano.
g
A
AN

Fig 238

Tratando-se de planos "ndo projetantes®, cabe entdo o regra geral  anteriormen
descrita, onde as figuras 232 e 233 esclarecem. ‘
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® Retas principais de um plano

SGo assim chamadas as horizontais e as frontais do plano, pela larga aplicagge

que tém, na resolugio de exercicios, como veremos mais adiante na parte prétie
be
referente a este capitulo.

@ Retas de maximo declive e maxima inclinacédo

Reta de méximo declive (ou de maior declive) de um plano em relagdo a outrbp’
no, & , por definigdoya reta que, pertencendo a um, forma com o outro plano,
maior &ngulo possivel.

Fig- 241

Dados dois planos oblfquos (a0.) e (B) (fig. 241), toda reta (A)(B) de mé&ximo
clive de (a) em relagdo a (B) & perpendicular & intersegdo aB dos dois P
nos. A recfproca & verdadeira, isto &, toda reta pertencente a (a) e perpendic
lar a aB & de méximo declive de (o) em relagdo a (B) . As retas de m&®

o declive de um plano sdo perpendiculares &s horizontais desse plano. Assim, na
::rj considerada, (A)(B) é perpendicular &s horizontais (C)(D) e (E)(F) do plano(a)
elgr_;orfanfo ao trago horizontal @B  desse plano.

A épura de uma reta de méaximo declive (fig. 242) & caracterizada por possuir sua
rojegdo horizontal VH perpendicular ao trago horizontal am do plano.
P

&1

Vl

i k

Fig.242 Fig.243

A reta de méxim
tal H

Onic

o declive. entdo define um plano, porque, pelo seu trago horizon

)56 se poderd tragar, perpendicularmente & projegdo horizontal da mesma, um

<0 frago de plano. Se esse perpendicularismo for no plano vertical, isto &, se a

fgzlegj.o vertical da reta for perpendicular ao trago vertical do plano que a con

defi’nidlz-se entdo que a reta & de méxima inclincg-ao (fig. ?43)1 reta ?sso também

ey °|"0 de um plcn? porque, .pelo seu frago vertical V', 56 se poderd tragar, per
vlarmente & projegdo vertical da reta, um Onico trago de plano.

Entgo resumindo,
Problemq to'_nc_se
Zontq| s
i efc_)

para se tragar por uma reta dada (r) um plano que a contenha, o
indeterminado, pois, como vemos na fig. 244, pelo trago ho ri
-se tragar tantos tragos horizontais de planos quantos se queira (B,
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Mas, se a reta (r) for de
ximo declive, entGo por H
um GOnico trago de plano pode
rd ser tragado: & om , pe
pendicular & projegdo r da
ta. O ftrago vertical do pla
passard pelo trago vertical
reta que deverd ser determi
do.

Fig.244

Tudo o que acima foi exposto, refere-se a retas de maximo declive de um pla
(qualquer) em relagdo ao plano horizontal de projegao. E a reta, de méximo de
ve (como também a de méxima inclinagdo) de um plano qualquer, sera sempre u
reta também qualquer.

Se o plano for paralelo & linha ce terra ou passar por essa linha, reta de maxi
declive de qualquer um deles, em relagdo ao plano horizontal de projegdo, s
uma reta de perfil (figs. 245 e 246). (Também serd de perfil a de maxima incl
¢do do plano da fig. 245).

As épuras respectivas, nesses casos, sdo as das figuras 247 e 248.

(vide figuras 245, 246, 247 e 248 na pagina seguinte)

[(p)]

(n)

Fig.245

133

oLy
r
ViH’
r
<xr W

Fig.247

Fig 246

oL Wiow |V

Fig.- 248
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Tratando-se de planos projetantes (planos perpendiculares a qualquer dos planos
projegdo). tem-se :

[ Méximo declive: ndo ha
o0 Plano Horizontal
| Méxima inclinagdo : reta de topo
(Méximo declive: reta vertical ‘
so0 Plano Frontal
Méxima inclinagdo : ndo hé
r P . .
Méximo declive: reta vertical
200 Plano Vertical
Méxima inclinagdo : reta horizontc
[ Méaximo declive: reta frontal
eoo Plano de Topo
Méxima inclinagdo : reta de topo
Méximo declive: reta vertical
ooe Plano de Perfil
Maéxima inclinagdo: reta de topo

® Elementos geomeétricos que definem um plano

Os elementos que definem um plano sdo:

o000 duas retas concorrentes;

206 duas retas paralelas;

260 uma reta e um ponto (exterior a ela);
eoo trés pontos ndo em linha reta.

Um plano sendo dado por duas retas concorrentes, |& estda definido, e, para se
terminar seus tragos, & suficiente achar os tragos das retas. Unindo-se os dois
gos verticais V' e Vi das retas (r) e (s), tem-se o trago vertical o' do pla
operando-se de modo idéntico com os tragos horizontais H e Hi das mesmas rete
tem-se o trago am do plano. Esses dois tragos tém em T=T' o seu pontode ¢ol
corréncia sobre a linha de terramw ". '
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Nem sempre entretanto, os tragos daf re.‘ros se apresentam co‘mo no caso ‘da fig'.
249. Pode ocorrer que os tragos verticais por exemplo, se sifuem, um acima € ou
tro abaixo da linha de terra, (ou ambos abaixo ou acima dessa linha), o mesmo

qcontecendo com os tragos horizontais.
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Seja, como exemplo, a fig. 250, onde duas retas coplanares (ndo assinaladas na
pura) tém em V' e V] seus tragos verticais ¢ em H eH, , os tragos horizontais.

\v

V] H W .

Verifica-se que V' estd acima e Vi estd abaixo da linha de terra e os tragos horiz
tais H e H1 estdo ambos acima daquela linha. Ao se unir V'Vi para a obteng:
do trago vertical qm 'do plano, sb se considera o segmento acima da linha de
ra do me$mo modo que, unindo-se HHi para a obtengdo do trago :
do plano, s6 se considera o segmento abaixo da linha de terra.
sempre representado na porgdo Util do 19 diedro.

horizontal

O plano &,po

Se o plano for dado por duas retas paralelas (fig. 251), & idéntico o modo de
achar os tragos do plano. O trago vertical V' da reta (A)(B) & unido ao trago

mesmo nome Vi da reta (C)(D) que d&a a conhecer o trago am ' do plano; o tra
horizontal H da reta (A)(B) unido ao trago Hy da reta

| (C)(D) fornece o trago ho
zontal an do plano.

137

vilv)

\o

H. H; vi_ v BT

Fig. 251

-~ Hi(H)

Quando o plano for dado por trés pontos ndo em linha reta, une-se as projegdes
correspondentes dos trés pontos e recai-se no caso de duas retas concorrentes , o

Memo acontecendo quando o plano for dado por uma reta e um ponto exterior a
ela.

¢ Retas de planos nao definidos por seus tracos

SeiQ) por exemplo, um plano definido por duas ref.ds concorrenf.es r) e (s),dz qual
*¢ deseja uma horizontal (fig. 252). Tomam-se dois pontos quaisquer, um sobre  ca
9 Uma das retas, ficando as projegdes verticais 1'-2' numa paralela & linha de

terrqg. 2 e = o -se a horizon
€%, Unindo-se as projecdes de mesmo nome 1 -2 e 1'-2', tem-se n
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tal desejada, porque o ponto 1 -1' per-
tence ao plano das retas (r) e (s) porque
pertence a uma reta (r) do plano, ? mes
mo acontecendo com o ponto 2 - 2' por
que pertence & reta (s) do plano. Logo,
a reta (1)(2) & do plano dado.

i eta qua
As figuras 253 e 254 nos mostram respectivamente um frontal e uma r q

aralelas.
quer de planos definidos por duas retas concorrentes e duas retas p

. s’
r g AL
2 r
/s \
- - pes y
r S
r
’ 2

Fig. 253 Fig- 254
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Se a reta dada for de maximo declive, e,
r se desejar tragar umaq horizontal, por exem
plo, desse plano, ndo & necessério achar
os tragos do plano. E suficiente tragar a
projegdo horizontal da horizontal pedida,

perpendicular & projecdo de mesmo nome
da reta dada (fig. 255) e, pelo ponto co
mum 1 - 1', tracar q projegdo vertical
1 paralela & linha de terra.

Em todos estes Gltimos casos, se forem de
terminados os tragos dos planos  definidos

r = pelas retas, constata-se que a reta solu-
gdo terd também seus tragos sSbre os tra-
gos de mesmo nome do plano.

Fig. 255

Seja agorq determinar os tragos de um plano definido pela sua reta de maximo -
clive, sem achar os tragos da reta (fig. 256)

€ suficiente tragar duas horizontais do plano e determinar os tragos verticais dessas
JOrizontqis auxiliares os quais, unidos, nos fornecem o trago vertical do plano cu
I° rago horizontal terd que ser paralelo ¥s projegdes de mesmo nome das horizon
::'s Quxiliares. Como verificagdo, se forem detetminados os tragos da reta de méxi
n:, dec“"e, S€ Constataré que eles estarfio sobre os tragos correspondentes do pla-
r:hfor Conhecido apenas um trago de um plano e as projegdes de um ponto ou uma
ano, para se determinar o outro trago, procede-se do seguinte modo:

e. . . .
‘;Ble:' ZOA:' exemplo (fig. 257), apenas conhecido o trago horizontal a1 e as proje-

€ Um ponto (A) do plano. Traga-se pela projegdo horizontal A a proje
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VI

r.l

T:T. Vi

Fig.256

¢do horizontal HV de uma reta
quer, estando. H sobre o trago ?v
determina-se o frago verrical.Vg
reta, passando H'V' pela projesd

Do ponte T =T conhecido :
déncia de am com a linha d:! e
traga-se o trago vertical am’ P@
do por V'.

Se forem conhecidas as pr0|e<;°°:i ‘
uma reta, na situagdo particuld
encontrarem a linha de terro nO
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L3

mo ponto T =T do trago horizontal ot dado, para se determinar o trago verti-

1 s 3 .
cal o' emprega-se uma- horizontal.

Sejo, por exemplo, dado o trago
2 a reta (A)(B) pelas suas projecdes na
posigdo indicada na fig. 258.

T:T,

Bl

Traga-se por B, paralelamente ao trago T AL v
o , a projegdo horizontal de uma

horizontal ~auxiliar, e tem-se BM; o

trago vertical V' situa-se na linha de

chamada que parte de V até o encon

tro com a paralela v linha de terra

partindo da projegdo vertical B'. Esse «<m
trago V' unidoa A=A'ou T =T

faz conhecer o trago o1 ! pedido.

Fig.258
® Paralelismo de retas e planos

Parg facilidade do estudo, dividimos o assunto em grupos, a saber .

a) reta paralela a plano
00 19 Grupo

b) plano paralelo & reta
eee 22 Grupo: plano paralelo a plano.
Est
udando cada grupo separadamente, vem :

%) RETA PARALELA A PLANG

Mmq 2 .
eta & paralela a um plano quando # paralela a uma reta do plano. Assim,
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para se fragar por um ponto (A)uma
reta paralela a um plano (o) (fig.259)
traga-se uma reta (C)(D) do plano e ,
pelo ponto dado, a reta (A)(B) parale
la & reta (C)(D). A reta (A)(B) & pa-
ralela ao plano (a) por ser paralela a
uma reta (C)(D) do plano.

Obs.: O problema & indeterminado, vis
to o plano conter uma infinidade de
retas ir), (s), etc., sendo portanto
(C)(D) tomada arbitrariamente.

v/
Pl

¢ .
7

H) "%

r
H
oL

PRINC

&

N
A\
Y

Fig.259

Em épura (fig. 260), para se tr
por um ponto (A) uma reta paral
um plano (o) , traga-se uma f
qualguer (H)(V) do plano e, par
mente a esta , pelo ponto dado,
ta pedida. A reta (r),sendo par
u reta (H)(V) do plano, serg par
ao plano.

\

se o plano ndo for dado pelos tragos, o problema ndo oferece dificuldade, pois o
método geral & também aplicado.

sejo @ épura da fig. 261, o pilano definido pelas retas concorrentes (r) e (s) e o
ponto (M) dado pelas suas projegdes.

Fig. 261

1 _ Si5
(;:)GOU se uma reta auxiliar qualquer (1)(2) do plano e, pelas projegdes do ponto
¢+ @ projegdes da reta (t) paralelas &s projegdes de mesrio nome da reta (1)(2).

Qi o i :
0 °?d_0 o plonc?"for definido pela linha de terra e um ponto, e esse ponto possuir
ProjecSes eqUidistantes da linha de terra, teremos o plano bissetor,

" i . resultando
dois casos, conforme se trate do 19 ou 29 bissetor.

10
Caso: Reta paralela ao (B_)
I_

O mé
todo P .
Projeco, gera! e’ o-mda aplicado. Uma reta pertence ao 19 bissetor, quando  suas
sGo simétricas em relagdo u linha de terra e na qual se encontram em um

Mesmo
o
B e P n‘fo- Qualquer ponto que pertenga & reta, terd cota e afastamento iguais

Sera um ponto do bissetor.

Se'
a 3
€Ntdo o ponto (A) dado pelas projegdes A e A', pelo qual se deseja tragar

UmQ r %
(B)( e;iepc»ralelc ao 19 bissetor (fig.262) Para isso, traga-se uma reta qualquer
I o bisset{:::r.fengq ao 19 bissetor e pelo ponto dado (A) a reta (r) paralela uque
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’ Cs3 d”' !
r 7
£ v
Al '
r.l e >
A
B: B’
g B'- V) Sy = h" V r.:r,
A
L A ) r
C
r W, .
ol ~ Fig.264

Obs .: O probl é i

.: O problema é indeterminado

. ermir porque uma reta ndo defini [

h’m;osif’:sﬂsar por c'alf:, uma infinidade de planos. Na épura da ;indo ;2‘4P|°"°Il it
e am ' &um dos muitos planos que solucionam o probgl'ema popene

Fig.262 Fig- 263

e

20 caso: Reta paralela ao (BP)
= Ainda por ’

por um ponto dado, pode-se fazer passar um plano-paralelo a duas retas na

ndo

COP'CIIIOIeS isto & retas ndo SIIUOd S NO mesmo pIQIIO. FOI 1SSO pe|o pollio dado
7 4 a (o} S a
r

|Q§0m"se retas aralelas s retas d()d(ls e o ano deSSQs le(]S ralelas auxiliares
are:

Procede-se de maneira idéntica ao caso anterior tragando-se uma reta (B)(C) g
paralelo a cada uma das retas dadas.

pertenga ao 29 bissefor e pelo ponto dado conduz-se a reta paralela & reta (B)(

A gpura da fig. 263 nos mostra a reta (B)(C) do 29 bissetor e a reta (r) a ele
ralela. Observa-se que uma reta do 2° bissetor' & caracterizada por possuir sU
jegdes em coincidéncia (consideramos no caso a reta no 29 diedro mas poderi’
no 40 diedro) e a reta paralela ao 29 bissetor possui suas projegdes paralelas

si, isto &, projegdo vertical paralela & projegdo horizontal .
s'

b) PLANO PARALELO A RETA
Para que um plano seja paralelo a uma reta, basta que ele contenha uma pard =
o essa reta. E a reciproca do caso anterior. o
Entdo para se fragar por um ponto (A) um plano paralelo a ‘uoma reta (r) dadds =
ca-se; pelo ponto dado, uma reta (s) paralela a reta dada e determina-se sevs 4
cos (fig. 264); qualquer plano que contiver a reta (s) seré paralela a reta (-

Fig. 265 J
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Seja na fig. 265 o ponto (A) dado pelas suas projegdes A e A' e as retas (r)
também dadas pelas projegdes.

Tragando-se, pelo ponto dado, retas paralelas us retas dadas, elas serdo concorrg

tes por constru¢do e definirdo o plano de tragos am e an'e que & paralel
retas .dadas e contém o ponto dado.

Também por uma reta pode-se fazer passar um plano paralelo a outra reta do
Nesse caso, por um ponto qualquer da primeira reta, traga-se uma paralela @
gunda e o plano das duas retas concorrentes seré paralelo ¥ segunda reta por
ter uma de suas paralelas.

o'

WV

.’.l

Na fig. 266, vemos um plano am , omw' tragado pela reta (r) dada e pord el

2 reta (s) também dada.
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2 Grupo: PLANO PARALELO A PLANO.

Dois planos s@o paralelos quando um deles contiver duas retas concorrentes parale-
las ao outro. Entdo, quando isso ocorrer, os dois planos terdo os tragos de mesmo
nome paralelos. (Exce¢do quando os planos forem paralelos & linha de terra, como
yeremos na fig. 268). !

[
s pm

Seja, entdo (fig. 267), tragar por um

ponto (A), dado pelas projegdes A

e A", um plano paralelo a um pla-

no (o) dado pelos tragos am e

an' . E suficiente tragar, pelo

ponto dado, uma horizontal auxiliar,

fazendo passar pela projegdo A do

ponto, a proje¢do AV da horizontal
(paralela portanto ao trago om do :
plano), e determinando-se o seu tra
o vertical V'. Tem-se assim a hori
zontal (A)(V) e por V' paralelamen
te o trago o7 'do plano dado,faz
se passar o trago B7 ' do plano pe
dido, cujo trago horizontal BT serd
também paralelo ao trago T

Quando dois

g planos forem paralelos & linha de terra, seus tragos serdo paralelos a
sa linha; o

s planos, porém, podem se interceptar, como nos mostra a fig. 268.

NeSSu fi
gura, os planos (o) e (B) , paralelos & linha de terrg 77"
%¢gundo a frontohorizontal (A)(B). ' ’ =

Par

a que i i

" quz qsd.ms p|crlos paralelos & linha de terra sejam paralelos entre si, & suficien
IntersegSes por um plano qualquer ou de perfil sejam paralelas. i

Embo

ra ng H i

S - NGo tenhamos ainda estudado "intersegdo de planos" (capitulo a seguir), va
qui abordar este- assunto para o caso em questdo. :

S.eiqm s planos (o) e (B8)da fi i
5 oy g { e (B)da fig. 269 que desejamos saber se sdo paralelos entre
O, €, no caso negativo, determinar sua intersegdo.
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; seja tragar por um ponto dado (A) um plano paralelo a um plano (o) paralelo a
. linha de terra (Fig. 270).
|22 pr
. :
1 ;
o ! f
A .
S \ |
ot e | C 4
! s ) Jf v v Hy\ H’
. 4 P i f : -
DY P
1\ { L 4 9 Lol
i \ H
A
Fig.268 Fig.270
g : o P
) \ Traga-se uma reta qualquer (V)(H) que pertenga ao plano (a) , ou seja, que po:
pore 7 sua os tragos sobre os tragos correspondentes do plano. Pelo ponto dado (A), traga

| $¢ uma reta que seja paralela u reta (H)(V) e por cujos tragos V! e H] passam os

Faz-se passar um plano (y) de per fragos B ' e Bm do plano (B) que & assim paralelo ao plano (o)

fil que corta os planos em 1-1' e n 2 i

2-2' respectivamente. Rebatendo-se P B PLANOS PARALELOS AOS BISSETORES
esse plano auxiliar de perfil, temos » - ”I)

‘em 1,-1' e 2,-2' as suas interse 1 % Plano Par'olelo'oo(gl)

¢Ses com os planos dados, as quais
se cruzam em (l,), determinando o
ngo paralelismo dos planos dados.

Se 1,-1' e 2,-2' fossem paralelas,
os planos dados também o seriam
porque entdo ndo se interceptariam.
Desfazendo-se o rebatimento do pla
no de perfil, teremos em | e I' as
projegdes por onde passam as proje
gdes da frontohorizontal (r) que &

AN

Ph‘

Todo plano paralelo a0 (B ) sera xFika!

g::zendifulqr a0 (B ) (a reciproca,
es"qrrg(,)nc:c> & \{erc.lqijeir.c).Seus tragos,
Taloos em.commdencuc e serdo pa
i & linha de terra, porque to
SE?oresm') parolelo.a qualguer dos bis
e d: necessariamente paralelo
Irac ’r.erro (fig. 27]): A cota do :
Vertical do plano & igual e F'9271

Cons, .
ante u diferenga entre cota e

a intersegdo entre eles. .1 d ofast
) Fig.2 p]onomenfo de qualquer ponto do
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Quando em &pura os tragos coincidem acima da linha de terra (como na fig. 27

2

a diferenga constante entre cota e afastamento de todos os pontos do plano &
tiva, porque & positiva a cota do trago vertical do plano. Do mesmo mcdo, se
tragos se situarem abaixo de w7 ', por ser negativa a cota do trago vertical
plano, sera negativa a diferenga entre cota e afastamento de todos os pontos

plano.
o) Plano paralelo ao (BP)

Todo plano paralelo ao (BP\ seré
perpendicular ao (B_) e como an
teriormente a reciproca ndo & verda
deira. Sua épura (fig. 272) & caraZ:
terizada por possuir os tragos parale
los & linha de terra e simétricos em -
relagdo a essa linha, isto &, cota

de an' igual ao aofastamento de

am

Nesse caso, a cota do trago verti
cal do plano e o afastamento do tru
go horizontal sdo iguais & soma
da cota e do afastamento de qual
quer ponto do plano.

Obs.: Na parte pratica faremos exercicios considerando vérias projegdes de ur
fo pertinente ao planc. No estudo de "perpendicularismo de planos" (Capftu
voltaremos aos planos ~aralelos aos bissetores.

Fig.272

A seguir, a parte pratica do Capftulo |lIl com numerosos exer

‘0os tragos do plano.
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@ Exercicios referentes ao capitulo Ili

53 @ Determinar os tragos do plano (o) definido pela reta (A)(B) e pelo ponto (C).
@ [2;71;3]
® [5;3;1]
©) [6; 0;2]

SO0LUGAO: (fig. 273)

Unindo-se o ponto (C) & reta (4)(B) tem-

se duas »r -
rentes em (B). Pelos tragos dessas retqs 9l eumouy

eoncorrentes, passam

"4

A o,
C'sV,’
0
o Ny ’
A
8 ol
M
Fig. 273
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54 ® Determinar os fragos de um plano do qual se conhecem uma reta frontohor
zontal (A)(B) e um ponto (C).

@ [1;1;2]
® [4;2;?]
© [35;2;1]

SOLUGAO: (fig. 275)

procede-se de modo inteir ‘dée
; amente identico 3
nindo-se o ponto (C) a reta (A)( o el il B
r B), resultam du o
zzggezzjga:mréié; q;f saoI(A)(B) eJ(B)(C). PeZo:stizégz uZiZT
: . e V'; passa o tra 7 : -
. ¢o vertic !
ZO:eQ :cz?o ;ztwtracos hgrzzontais coinecidem Zimag iZmng
= = i ao, para determinar o tra 3 1 B
z a o hort .
plano, bgstq untr T =T' a H = Hy (Sg co ‘Zontal di
B i 10 et nstderado os tra

Vl

DI

soLugho: (fig. 274) —

Traga-se pelo ponto (C) uma \\\\\\\C'
reta qualquer auziliar(C) (D)
concorrente com a reta dada
em (D) e determinam—se Seus ovy M
tragos V' e H, por onde pas—- =
sardo os tragos an' e am do

plano pedido, que e paralelo

a linha de terra. A D\\\\\\w 8

Fig-275

55 ® Determinar os tragos de um plano do qual se conhece uma reta (A)(B)

ponto (C). 56 o

Determinar os tra

(A)(B)

gl QChargzss c:fa:(: zlqnofdefionido pela sua reta de maximo declive
a reta. ponto (B) pertence ao
(BI) :

(A)[O;S;]]

(A) [0: _015; 215]
® [3,5;-1,5;0]
© [2;2;-3]
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soLUgAO: (fig. 277)

jtem a: Como ja vimos em exereicios anteriores, unindo-se os
pontos dados teremos duas retas quxiliares concorren-

tes em (B), por cujos tragos passam os tragos corres-
pondentes do plano.

soLugAo: (fig. 276)

(A)(B) ecom o ponto ls : rojecd
TragagatarZiEZm—se as horizontais auxﬁlzgrez, ;:g;i pno;eg
iii%zoitzis sao perpendicula;es a gﬁgqigaiemzs o trago vl

51 live; unindo-se > .
reta de'mziimiaiic zujo trago horizontal .aﬂ'se paralelo asp
E) - = .
qz;5:: horizintais das horizontais auzxiliare
J

(B) no bissetor do 19 d

item b: Do ponto (M) s6 é conhecida a cota; traga-se entdo pe
la projegao conhecida M', paralelamente aqo trago ver-
tical do plano, a projegao vertical r' da reta pedi-
da, por ser frontal do plano e determina-se seu trago
horizontal H2 de onde se traga parclelamente a linha
de terra, a Sua projegao horizontal, onde se sttua a
projegao M obtida por uma linka de chamada de M'. Es-

# sa frontal (r) & do plano porque seu trago horizontal
(V4 Hg esta sobre o trago correspondente do plano e con-
8’ tem o ponto (M).
'3 A' )
%4 i
T:TS % o Vi .
B
ot A
Fig-276
8
de-se:
57e Um plano & definido por trés pontos (A), (B) e (C). Pede
a) os tragos do plano; R . 1 | o
b) uma frontal do plano que contenha o ponto M). A/ . .
A [0;4;1] © [55:0;1,5] p
® [2:1:3] o [1:2:1]
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58 @ Determinar os tragos de um plano dado por duas retas concorrentes, uma(A)
qualquer e outra (B)(C) de perfil, sem utilizar rebatimento. ‘

A [1;3;0]
(B) [3;0;4]
@ [2;15;:1]

sorugho: (fig. 278)

Do ponto (C) mao foi dada a abseissa; mas nao prectsava mesn
ser dada porque a reta (B)(C) & de perfil e portanto a abs
sq de (C) é a mesma de (B). As duas retas sao concorrentes
(B); mas como nac se pode usar rebatimento, por exigencia
problema, transforma=se O ponto de concorréncia para (A) uni
do-se AC e A'C' e tem-se assim a reta auxiliar (A)(C) da q
V', 6 o seu trago vertical. Unindo-se v'v'; tem-se o tr
an' do plano pedido cujo trago horizontal am passa por

B's(vizv’

c &7

A(H):H Fig. 278
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59 [ ] O mes 10 anreriol pOIé as retas ve def nem O n t
’ m q ano esrtrao na se
esmo exer CIC nt T 1 pl

guinte situagdo :
(A) I: 1,5;-2; 2]
(B) [4;-4; 4]
© [4;2; 0,5]

soLucko: (fig. 279)

Como no caso anterior, tragamos a reta auxiliar (A)(C) i

1ragos £4o Vi e H;. Quanto a reta (A)(B), como suas \ Po'qu‘N'OS
coznctde'm,' seus tragos V' e H também coincidem em va ks e
do-se V'V; tem=se o trago am' pedido e o trago om Ty 2, S0eE
unindo-se HHj. vraze e obtido

8:8’

o Hf
d.# C
Fig. 279 M>\
Determinar
os t .
(C)(D) s tragos de um plano dado por duas retas concorrentes (A)(B) e

- \“); em que as duas projegdes d i
Top Reckdd I Lugrrc. e cada uma delas coincidem com as proje
@W[2;0;0] © [3;72;2]

L
® [8;3;5] © [6;2; 2]
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SOLUGAO: (fig. 280)

denadas dos pontos (A)
ca-se a reta (A)(B) dada pelas coor 1da :
?g)ae-quanto d reta (C)(D) nao oferece dzftcu%da@gﬁa sua re
presentagao porque suas proiegoe; e?i??B?m cotnetdencta e
as projegoes de nome contrario de .
UneeseJui ponto qualquer, (B) por exemplo, de umg dastre2a§
outro ponto qualquer)(C) por exemplo,'da segunda reta,dat
sultando a reta auxiliar (B)(C) por cujos tragos passam os
cos am e atn' do plano, que estao em linha reta porque
‘net bre mm
tragos da reta (A)(B) coincidem so
OBSQ Como verificagao, unindo-se em outro ponto (Dé por ex
' plo da segunda reta, ao mesmo pontc (B), resultartia nq
ta auxiliar (B)(D) que tera seus tragos sobre os tra
correspondentes do plano.

BI

v'l
\7]

7 -
Dl

B8

Fig. 280

fecd izO
Dé-se um plano definido pela reta de perfil (A)(B) e pe|.c: projegdo hori
s aximo declive (A)(C). Pede-se determinar:
:;1 or:::azzsmd(lX;)T:nofc b) a projegdo vertical da reta (A)(C)

w [1;2;3] ® [1;4;1] © [3;3;72]

DESCRITIVA |

soLUGAO: (fig. 281)

item a: Rebate-se o plano de perfil que contém a reta (A) (B,
cujos tragos sao V' e H (para se obter o trago hori-
zontal H, desfaz-se o rebatimento como ja sabemos). Por
H, perpendicularmente a projegao conhecida AC, faz-se
passar o trago horizontal T do plano pedido, eujo
trago vertical omn' passard por V'.

item b: Se a reta (A)(C) é do plano, seu trago horizontalvﬂl
devera estar sobre o trago eorrespondente do plano;
logo, na intersegao am com AC, teremos Hy que € o tra
¢o horizontal da reta de maximo declive, e dai, por u
ma linha de chamada, determina-ge Hf sobre a linha de
terra. Unindo-se A'Hj teremos a projegdo vertical ('
sobre a mesma linha de chamada em que esta a projegdo
C e portanto A'C' & a projegao vertical pedida.

(visy’

A % &)
g' (s

(s
\
[H' \Ni \Is\r'

> O
S
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62 e Tragar uma reta de maximo declive de um plano (A)(B)(C), sem determin

tragos do plano.

(A [0;3;4]
(B) [ 3;1;0]
© [5;:45;3]

soLuglo: (fig. 282)

Locados os pontos dados, tém-se as retas auxiliares (A)(B)

(B)(C) coricorrentes em (B), e que definem o plano cujos

cos nao podem ser determinados por exigéncia do problema.T
ca-se entdo umag horizontal auziliar (C)(D) do plano dado e
mo a reta de maximo declive tem sua projegao horizontal pe

pendicular 4 projegao horizontal de qualquer horizontal dopl

no, traga-se BE perpendicular a CD e tem-se E' sobre C'D'.
reta (B)(E) & de mdzimo declive do plano dado.

CI

Fi1g.282

tra:

DESCRITIVA |

63 @ O mesmo exercicio anterior, com os pontos (A), (B) e (C) nas se

goes:

@ [0;2;4]
® [3;5;-3]
<) [5;'-2,5; ]]

soLUGAO: (fig. 283)

Locados os pontos, procede-se de modo inteiramente

161

guintes posi

idéntico

ao caso anterior, aparentando dificuldade pela situagao  dos

pgntos.'Tragou—se a horizontal auxiliar (C
¢ao horzgonta% dg ponto de concorréncial,
dicular a projegao horizontal CD da horiso

prolongamento) e (B)(E) é a reta pedida.

.A'

C
E‘ D' C'
0 \
A
D
E
Fig.283

J(D) e por B (proje
tragou-se BE perpen
; f ntal CCILD) . =
minado E, por uma linha de chamada tem-se E' sobre{C{D'Deter

( seu
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64 e Tragar uma reta de méxima inclinagdo de um plano definido por duas re
paralelas (A)(B) e (C)(D), sem determinar os tragos do plano.

(A [0;4;1] € [5;3;2]
® [3;2;4] DO [8;?;?]

SoLUgAo: (fig. 284)

Locadas as retas paralelas, traga-se uma frontal auxiliar
plano, (C)(F) por exemplo, em que a projegao CF é paralela
linha de terra e a seguir outra frontal (B)(E).
Evidentemente, as projegoes vertiecais das frontais sao para
las e qualquer reta do plano cuja projegao vertical for pe
pendicular as projegdes verticais das frontais, serd uma re
de maxima inelinagao do plano. Traga-se entao 1'2' perpendi
lar as progjegoes B'E' e C'F' e, por linhas de chamada se t
rq 1 sobre CF e 2 sobre BE. A reta (1)(2) & de maxima inelt
¢ao do plano dado.

D‘I
’
5
El
F/ :
3|
“‘lqln_ﬁ__g'
A’
o
D
2
B E
/////; € Figasa

pESCRITIVA 1 iy

65 ® Mesmo exercfcio anterior mas com as retas (A)(B) e (C)(D) na seguinte situa

gdo:
(A) [‘3;-];3]-
® [3;1,5;-2]

soLUgAO: (fig. 285)

©[o0;1;2]
(D) [4ﬂ5; ?; ?]

procede-se de modo andlogo ao exercicio anterior e a épura a-
parenta dificuldade pela situagdo das retas.

Traga-se uma frontal auxiliar (B)(F) onde o ponto (F) & toma-
do arbitrariamente. A projegao horizontal dessa frontal pas-
sando por B corta a projegao CD em E que faz conhecer E' sgo-
bre C'D" e unindo-se B'E' tem-se F' na linha de chamada le-
vantada por F. Uma segunda frontal auziliar.de projegao ho-
r%zontal MD corta a projegao AB no seu prolongamento em G que
da G' no prolongamento de A'B'. Como as projegoes verticais
das frontats auxiliares evidentemente sdo paralelas,basta tra

gar F'M' perpeﬂaécular a essas projegdes verticais e a reta
(F)(M) e a solugao.

A‘\\\\\\\\E:ii\\\

O
-— ~

F

cl

S
z

Fig. 285
Gl
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i a ue contém o
66 e Determinar uma reta de perfil que pertenga a um pluno( )r q

ponto (T) ~,
=+500
m [0;0;0] -
m Lo om  =- 400

sorugho: (fig. 286)

2 lie
a erminados da forma como fot explte
% tragqs'd§8§la§ia222—gztduas retas horizontats Rt
e ftg.( ) ; (s), e sobre cada uma delas marcam Re:
SR (g) ue e;tejam numa mesma perpendicular %ano o
. reia (4)(B) é de perfil e pertence aiazo o
te;;ﬁé ZZig dois pontos (A) e (B) pertencem ao p p
po )

3 lano. ;
zen06322i?izzzgi d?eito o rebatimento do plano de perfil qu
omo )

tem seu tra
= . fica-se que (Al)(Bl) >
2 ta solugao, verifica=s ito o reb
522§32a§ :ibre o corrésponqenti %0 Ziifgee;ogiifi horizonta
om traco horizontal a lan
Zenti’nzamzszZPmandg assim pertencer a reta (A)(B) ao p
o pta s

dado.
()7

£
v') A (A) &
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67 ® Dada uma reta (A)(B) determinar um ponto (C)

' ta (A da reta que tenha oafastamen
to igual a trés vézes a cota. "

@ [1;45;1)]
® [5;2;25)]

SOLUGAO:  (fig. 287)

Queremos determinar as projegoes de um ponto da reta,
sua cota e afastamento em uma razao dada (no caso 1/3).

0 lugar geometrico dos pontos que possuem cota e afastamento
numa razao dada, é um plano definido pela linha de terra e um
ponto que mantenha a megma razao. Entao, toma-se arbitraria-
mente o ponto D', que & a projecao vertical de um ponto (D)
objetivo, sobre a projegao vertical A'B' da reta dada e,sdbre
1 linha de chamada desse ponto, marca-se o afastamento Zgual
a tres vezes a cota e tem-se D-

A reta (E)(D) do plano definido pela linha de terra e
(D) possui todos os seus pontos na razdo 1/3. A intersec¢ao
das projegoes horizontais AB e ED nos formece a projegao hort
zontal C do ponto pedido, cuja projecao vertical C' estard s0

bre A'B'. Assim o ponto (C) pertence a reta (A)(B) e satisfaz
ao problema.

que pos

ponto

o —"| fB‘
5
fss/
5
c

Fig287
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68 e Determinar um ponto da reta (A)(B) que pertence ao (BI)
w [1;0;2]
® [5;2;1]

SOLUGAO: (fig. 288)

Nesse caso, a razao é 1, pois cota e afastamento do ponto j2)
dido sao iguais.

Procede-se de maneira analoga ao exercicio anterior, tomand
se um ponto D' em qualquer parte de A'B' e determinando-se
projegao horizontal D de modo a que (D) se situe no primeir
bissetor. A intersegao AB com DE & o ponto C que faz conhec
C' sobre A'B'. 0 ponto (C) é a solugao

D 8
Fig.288

69 @ O mesmo exercicio anterior com a reta (A)(B) na seguinte situagdo:
@ [2;-3;-1]
® [6;0;-35]

DESCRITWA I 167

soLUgAO: (fig. 289)

pe maneira identica ao exzerci-
cio anterior, tem-se em (C) o
ponto pedido.

A

fis

DN

Fig. 289 B’

70 o Determinar sobre uma reta (A)(B) um ponto cuja razdo entre cota eafastamen
to seja iguala 2. .

A [0;3;1]
(B) [4;];4]

S0LUgZo: (rig. 290)

iz a Zelagao'entrg cota e afastamento é 2, temos que z/y = 2
Proz ; 2y isto e, cota z Eguql a dua§ vezes o afagtamento Y
mqnde_e—se entao 4e modo identico aos ultimos exercicios, to-
cotao-se arbitrariamente um ponto D sobre AB e marcando-se «
0% lgugl,ao dqbro desse afastamento. As projegbes verticais
0 e D'E'" se interceptam em C' que faz conhecer C sobre AB.
oponto (C) da reta (A)(B) estd na razdo pedida (cota dupla
afastamento).
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D,
8
A1
A
° £ Ef‘
s
£
|0 Fig.290

71 o Determinar sobre a reta (A)(B) um ponto cuja relagdo entre afastamento e
ta seja igual a -3 .
@ [1;3;1]
® [5;1;35)]

SOLUgAO: (fig.
A relagdo sera pois y/z = -3 ou y = -3z o que significa afa
tamento y igual a tres vezes a cota 2z, mas, de sinal = contl
rio, isto e, afastamento positivo e cota negativa
ser também afastamento negativo e cota positival.
Marca-se arbitrariamente o ponto D' (cota) sobre A'B'" ¢ 8
se o afastamento D (negativo) igual a’'trés vezes a cota. v
do-se D a E e prolongando-se ate a projegao AB (no caso 9 iz
longamento de AB) tem-se a projegao C que, por uma ‘linha
chamada faz conhecer C' sobre o prolongamento de A'B'. 0 PQ
to (C) esta na razdo dada (afastamento positivo igual a
verz.s a cota negatival.

291)

DESCRITIVA | T8

Bl

Fig- 291

cl

i P —
rminar sobre a reta de perfil (A)(B) um t
mento na relagdo 2/3. ¢ e pante que [possve <oty & dfisste~

(A) [0;3,5; 4,5]
(8) [0; 6 ; ]]

So
Lucio: (fig. 292)

Lo
Oada
a r >
e (;fa na epura, marca-se na mesma linka de chamada
e eq:e‘satzﬁfaga a relagao, isto é, duas unidade;
res unidades para o afastamento. Feito 78s0,re
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bate-se o plano de perfil que contém a reta dada e te
(A7) (B;) e (Mj1). Esse ponto (M) une-se ao ponto de 1inte
¢ao da linha de chamada que contem a reta dada com a linh
terra e qualquer ponto dessa reta O(Mj) tera sempre cotq
fastamento na relagao dada. Assim, o ponto (C;) sobre(Aj)
é a solugdo e, desfeito o rebatimento,tem-se (C] pelas pr
goes C e C'.

A (A,)

c’ “ﬁ)
M (M,

(8y)

73 ¢ Determinar os tragos de um plano (a) , concorrentes em mm Lie
a essa linha e que contém a reta (A)(B).

Mm[2;0;0]
A[0; -4;1]
® [5;-1;3]

DESCRIT'VA I 171

sopugko: (fig. 293)

[ocada a reta dada, o _aluno podera ficar embaragado para tra-
gar 0 plano, porque ja sabe que uma reta sd ndo define o pla-
no; mas o plano possui os tragos simétricos a linha de terra

onde concorrem num mesmo ponto. ’
como cada um dos tragos do plano é o lugar geométrico dos si-
métricos do.outro trago em relagao a linha de terra, obtém-se
o trago hqrzzovtaz am wunindo o trago horizontal (H) da reta
ao stmetrico V1 do trago vertical (V). Assim, VV} = VV' e, da
mesma forma, para se obter o trago vertical amn', uniu-se. do
trago vertical V' da reta ao simetrico Hy do trage horizontral
(H), tudo em relagao a linha de terra. 0s tragos pedidss sqo
pois,am “am' , ’

H:(H)
A
B‘ e

7Y 8

) 1 & , v
H g =

%ﬁ
9N
i’

H, Fig.293
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74 ¢ Mesmo exercicio anterior, onde a reta (A)(B) possui o ponto (A) no(gP)é

ponto (B) no(gl). i [2; y ?]

® [6; 2;-4]
SOLUgAO: (fig. 294)
Go & . ; tando ele no (B
Do ponto (A) nao e conhec'l:da a cota; mas estan
facfllmente é tragada sua epura (ponto no 29 d'z,edz:o), o mes
acontecendo com o ponto, (B) do qual nao e corfhectdo o afast
mento, mas que estd no (B.)do 39 diedro em virtude da cotas
3

v . .
negativa. Procedendo-se tal como no exercicto anterior, Qam
am' sdo os tragos pedidos.

®
Al

v's(V)

. ot | Hi(H)

BI

Fig.294

2 %0'
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78¢ Determinar os tragos de um plano definido pelas retas (A)(B) e (C)(D)
to (D) estd sobre uma reta de perfil (M)(N) e (C) deve ser tomado
(A)(B) em um ponto cujo afastamento seja igual a trés vezes a cota.

A [5;1;2] © [12;?;-57]
® [9;4,5;5] M [12;-2,5;1]
Ny [?2;0;-1,5]

- O pon
sobre

SoLvgAo: (fig. 295)

Locados todos os pontos dados, rebate-se o plaho de perfil que
contém a reta (M)(N) e obtém-se (M7)(N7). Se o ponto (D) esta
sobre (M) (V), traga-se por D' (projega> conhecida) a parulela
a linha de terra até encontrar o prolongamento de (M7)(N7) e
obtém-se ;7 que faz conhecer a projeg¢ao horizontal D.

Para se determinar o ponto (C), procede-se exatamente como no
exercicio b7 (fig. 287) e teremos a retu (C)(D) pelas suas
projegres (D ¢ C'D'. Pelos tragos das retas (A)(B) e (c)(p)
passam os trago. am e g7 'pedidos.

v ~
IoE FIGURA 295 NA PAGINA SEGUINTE
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BI

Ml
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(Dy)

((TA]

3
<

DI

(M,)

LT
8

oL

v

vu

Hl

co

v
1
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76 o Preencha as lacunas :
1) -As refas que podem estar contidas em um plano vertical séo: ..............

2)  Um ponto pertence a um plano quando ..............oeveunernninnn.. ...
3)  Diz-se que um plano & projetante quando
4)  As retas principais de um plano SOIO 511 g 419 4 5081 5 535 i 581 Vo i 5 2 015 Mg e e
5 O Onico plano projetante que ndo possui reta de méximo declive & o ......
Trrtrtercestessesticeiiiiiiiieioiia.... € O qUe NdO possui reta de méxi-

ma inclinagdo & o

6)  As retas de méximo declive e de maxima inclinagdo de um plano de perfil
% p ’

sdo respectivamente R

Os elementos geométricos que definem um plano sdo ....... ..............

---................................,.....................-............

8 . = 1
) Dois planos s&o paralelos quando ...........:..... .

LT e
A AR R I R o RIS O BN O WS w8 whe whe i ek 0 9 B ¥ S 108 808 BEE e e 0 e i 6

LR S
L ----.............-....-.-.--.--.-......-..-.-..-.-..-........

Dois planos que possuem os tragos de mesmo nome paralelos - sdo paralelos, ex

ceto planos

--.--.-............-..-....-..-...k... ®eo00sescs e s0s s a8

A . : :

&pura de um plano paralelo ao 29 bissetor & caracterizada por possuir os
US tragos L.l
e

LI
LTS
----.-......-..........--.--.---....-..............-.-......

soluggo encontra-se no fim deste capftulo apds a solugdo do exercicio 98.
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77e¢ Por um ponto dado (A), tragar uma retfa (A)(B) paralela a um

M [-1;0;0]
w[3;1; 2]
(@[ 58; 7; ¢ ]

sorugho: (fig. 296)

0 problema é indeterminado porque, por um ponto, pode-se

zer passar uma infinidade de retas.

Traga-se uma reta qualquer (H)(v) do plano e pelo ponto d
traga-se (A)(B) paralela a.reta (H) (V). As projegoes de

sttuam—-se na linha de chamada de abseissa dada.

~

o
Vo)
am

PRIN

Fig.296

Bl
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78 ¢ Por um ponto (A), tragar uma reta (A)(B) paralela a um pl
que contém o ponto (€] . plano (o) de topo

Mm[0;0;0] ® [4;2; 2]
A 1;1;3] ©[6;2;4]

SOoLUCAO: (fig. 287)

como no exercteio anterior, traga-se uma reta qualquer auxili
ar (H)(V) do plano e pelo ponto (A) tragou-se a reta (4) (BT
paralela a (H) (V) situando-se o ponto (B) na linha de chamada
de abscmsza dada. 0 trago vertical atm' do plano fot tragado
por se saber que ele contém o ponto (C) e port ;
tuando a projecao vertical C' d portante nete se of

B'P
c/
A’ cf(
v/
/ 7
T:iTiH’ v
= e -
A /
" c
Fig.297
o
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79e Por um ponto (A) tragar uma reta (A)(B) paralela ao plano definido pelo

to (C) e a linha de terra. 8’
A [0;-1,5; -2]
® [3;2; 7]
©[1i1;1,5] ,
SOLUGAO: (fig. 298) G:G’
Traga-se arbitrariamente uma reta qualquer auxtliar (D) (C)
pertenga ao planc mwmn'(C), Zsto &, reta que tenha seus tr
sobre Tm' . Basta tragar pelo ponto dado uma reta parale o \ ) i
d essa auxiliar arbitraria. Note-se que o ponto (A) esta 5 5 ST
39 diedro e portanto AB deverd ser paralela a CD e A'B'a. - D:D Iz \’CI =
situando-se o ponto (B) na linha de chamada de abscissa © J
a 3.

Cl

/ B
D:D’ o ANz . 77’
\\] BI
c

7

Fig.299

A Fig- 298

80 e Por um ponto dado (A) tragar duas retas (A)(B) e (A)(C) paralelas respe

. 81
mente aos bissetores. ® Por um ponto dado (A), tragar uma reta frontal (A)(B) paralela ao plano (o)

deO por dUQS retas concorrente estacar (e} segmenlo no lc.
S (C) (D) e D E . D S
; ( )( ) aca

@ [-1,5;1;-2] ©[2;-2;-1]
® [4;2; 2] € [3;0;-2]
©[0;0;-3,5]

w[3;1;1,5)]
® [6;2; 2]
©[7;2; 2]

SOLUGAO: (fig.299)

Tragam-se duas retas arbitrarias (E)(D) e (I)(G) que perté
gam respectivamente aos bissetores (B. e B_).A seguir,as
retas paralelas as retas arbitrarias,lpartindo de (A),que
(A)(B) e (A)(C), situando-se os pontos (B) e (C) nas '
de chamada de suas respectivas abscissas.

<
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SoLugAo: (fig. 300) o

As retas que definem o plano es

tao no 39 diedro e comnseqiiente-

mente a frontal arbitraria (r)

desse plano também estara no 39

diedro.

Tragca-se entao, do ponto (A) a°

frontal (A)(B) paralela a fron-

tal arbitraria (r) tendo o pon-

to (B) suas projegoes na “linha

de chamada de abscissa dada.

0 segmento do 19 diedro é (B)(H), 1
onde (H) é o trago horizontal

da frontal.

L

1og

82 ¢ Por um ponto dado (A), fazer passar um plano paralelo
@ L1305 5,5]
® [-0,5;3,5; -2]
© [4;-1;-05]

SOLUGAO: (fig. 301) .

Locada a reta e ponto dados, traga-se pelo ponto (A) uma rel
qualquer auxiliar, paralela a reta (B)(C) dada, cujos trag
sao (V) e (H). Qualquer plano que passar por esses tragos

e (H) resolve o problema que, como se ve, € indeterminado.
b
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Fig- 301

83
o Por um ponts dado A), tragar um plano paralelo a uma reta (B)(C) de perfil.

(A) [ 132,548 ]
® [5;2;4]
© [?2;35;2]

PUUCH0: (ig. 302)

Rebgtq_

(Bl)(CJje ; plano de perfil que contém a reta (B)(C) e tem—-se
Perfii g (Al)i obtido também pelo rebatimento do plano

(BZ)(CJ que contem, traga-se uma reta paralela q t

Pedido, por cujos tragos V' e H passam os tragos do ;6 p

.., pZanzmo s8¢ ve, o problema é¢ indeterminado porque Puzgf

Sas, plﬂobzeque passar por V' e por H pesolve a questao ¢

ns ety dma admite outra solugao. (fig. 303). betermiéar~s

° () @ reta de perfil dada que sdo V' e H. Qualquer Ze

due passar por esses tragos & um planc que coZtémcfrg
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de perfil. Desse plano (o), traga-se arbitrariamente umq
:Z (r)phozizontal auxiliar, e pelo ponto dado (A) outra hor
zontal Tparalela a anterior.
Qualquer plano(B) por exemplo, que
(A)(V1), resolve a questdo. O plano
e, sendo paralelo a (o 5
desse plano.

\ VE(V)

contiver a horizon
B) é paralelo ao plane
s tambem o sera de qualquer reta(B)

B' ( B])

/

c' (C,’

\r.-' T

Fig. 302
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gUTR: SOLUGAO PARA O PROBLEMA 83 (fig. 303).

vz(v)
p’ro &1‘
8 (8,)
A v
c' (<)
P'
= 0 v, \JviJ
A
Vv
Hz(H)
J’ﬁ
Fig- 303
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84 ¢ Mesmo exercicio anterior, mas com a reta de perfil na seguinte situagdo :

W [1;2;3]
® [5;4;-1]
© [5;25;1]

SoLugAo: (fig. 304)

P". \V'

A'— g X

S

;)

C

o v, H,

>
/ /-/// |
/:/

Fig. 304
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Utilizando—se a segunda solugao do exercicio anterior,obtemos,
¢lo rebatimento, (Bj)(c3) por cujos tragos V' e H passam os
+pagos de um plano (o) arbitrario. A seguir, traga-se uma hort
gontal qualquer, (r) por exemplo, de projegoes r' e r e que
ertenga ao plano (a). Do ponto dado, traga-se outra horizon-
tal AV1,s A" V], paralela a horizontal (r). Qualquer: plano, co-
mo o (B)por exemplo, que contiver essa ultima horizontal, so-
luciona.

85¢ Grife o CouoE conforme a proposigdo esteja certa ou errada respectivamente.

Os éngulos que os tragos de um plano formam com a linha
1 de terra sdo contados no sentido direto, (contrério aos pon| C E
teiros) .

Exceto o plano qualquer que pode conter quatro retas dife
2 | rentes, os demais planos s6 podem conter trés retas tam- c E
bém distintas.

3 Toda reta contida num plano de perfil & uma reta de C E
perfil.
Toda reta que possuir seus tragos sobre os tragos corres-—

4 pondentes do plano, pertencerd a esse plano, sem exce- C E

gGo.

Sempre que um ponto objetivo possuir uma projegdo sobre
5| o Gnico trago correspondente de um plano projetante, o € E
ponto pertencerd ao plano. i

Em todo plano paralelo & linha de terra, tanto a reta de

6 mé&ximo declive como a de méxima inclinacdo serdo sem c E
S =
pre retas de perfil.
—]
7 Em um plano frontal ndo hé reta de méxima inclinagdo. c E
L.
8 Toda reta paralela ao 29 bissetor possui suas projegdes C E
simétricas em relagdo & linha de terra.
\
9| Todo plano paralelo a um dos bissetores serd perpendi- C E
cular ao outro bissetor.
\
10 Sempre que dois planos possuirem os tragos de mesmo

% C E
nome paralelos, sdo paralelos.
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Obs.: A solugdo a esses quesitos acha-se no fim deste capftulo, apbs as r
ao exercfcio 76.

86 e Por um ponto dado (M), tragar um plano paralelo a duas retas (A)(B)
(C)(D) ndo coplanares .

@ [0;25;1]
® [25;1;2]
& [7:3,5;85)

© [10;1;0]
M [4;2;1,5]

SoLU¢AO: (fig. 305)

Pelo ponto dado tragam—se as retas (r) e (s) paralelas ds r
tas dadas e por cujos tragos passam 0§ tragos correspondent

do plano.
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87 o Por uma reta (A)(B), fazer passar um plano paralelo a uma reta (C)(D) do(g_)
I

@W[2;3;1]
(8) [ 5;0; 5]

(C)[];5;?]
@ [10;0;0]

sorU¢Ao: (fig.306)

Do ponto (C) ndo é dada a cota; mas como a reta & do bissetor,
tod0£{ os seus pontos também o serdo, e portanto, a cota dese ]
nhectdq e Lgual ao afastamento. De um ponto qua,uner (M) t .
do arbitrariamente sobre (A)(B), traga-se uma reta (r) arm;g
la a reta (C)'(D) e essas duas retas concorrentes definil;&oa =
plano(a) pedido, de tragos amean'que passam pelos tra »
respondentes das retas concorrentes. v TR

83v’

CI
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88 ¢ Por uma reta (A)(B) fazer passar um plano paralelo a uma reta (C)(D) do w e M'), uma reta (r) paralela % reta (A)(B), por cujos tra-

A [0;1; 2] ©[5;0; 0] oS8 passardo os tragos do plano(a) paralelo a linha de terra.
B 3;151 D 7;-4; 4
® [ ] © [ ] v ot

SOLUC/TO: (fig. 307) r!

Ezercicio semelhante ao anterior, Pelo ponto (B) da reta da‘

M’ Nt

tragou-se a reta (V)(H;) paralela a reta (C)(D) do \B \
sim as duas retas concorrentes em (B) definem o plam})(a) \
01D y
H B8
-V o ‘w -
o~ .
¢ X V’ r B’
A 5
M N
8,
o Hy, V4 N T:T’ H 9%
- c:c’
Fig.308
A (] H
90, Tragar por um ponto (A) uma reta paralelo & reta (B)(C) e determinar os tra
- ¢os do plano que contenha essas duas retas.
7/
o A [3;-2;-1,5]

Fig. 307 ® [2;2;3]

©[5;0;6,5]

89 ¢ Por uma reta (M)(N) frontohorizontal, tragar um plano que seja paralelo
uma reta dada (A)(B).

M[-3;1,5;2] A [0; s 2,8
Bl e 7] (B[a; ;-1]

SOLUgAo: (fig. 308)

S
OLUCZo: (fig. 309)

‘ Faga-ge pelo ponto (A), do 39 diedro, uma reta (r) paralela

( )eta dada e o plano das duas retas paralelas define o plano
Locadas as retas dadas, faz-se passar _por qualquer ponto d pedido.

ta frontohorizontal (no caso pelo proprio ponto de projef
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C’sVv’

'

N/o Hy, |CiV
- v /TiT' —

Fig.309

91¢ Conhecida a projegdo vertical de uma reta (AB) de méaxima inclinag@o
um plano e uma reta (M)(N) desse plano, determinar:
a) os tragos do plano; L
b) uma reta horizontal do plano de cota igual a -2 €
frontal de afastamento igual a -1,5.

A [0; ?2; 2] M) [4;1 ,;4]
® [3;2;1] Ny [0;0;0]

soLugAo: (fig. 310)

a)

b)

Se a reta (M)(N) é do plano, conclui-se que (N) & o ponto
por onde passarao os tragos do plano, e como A'B' & a pro
Jjegao vertical de uma reta de maxima tnclinagao, traga-se
diretamente omn' perpendicular a A'B’.

Quanto ao trago horizontal am , obtém-se da seguinte manet
ra: se as retas (A)(B) e (M)(N) pertencem a um mesmo plano
¢ se as suas projegoes verticais se coFtam em 0', elas sao
concorrentes e portanto, teremos O sobre MN. Onde o trago
vertical om'intercepta A'B' teremos o trago vertical V'que
nos da V sobre a linha de terra. Unindo-se OV e prolongan-
do-a nos dois sentidos, tem-se o trago horizontal H da re
ta de maxinma ine. inagdo e por onde passa o trago am do pla
ne ¢ a proje¢a horizontal A que situa o ponto (4A) no 20
diedro. Tem-se< assim a projegao horizontal AB da reta de ma
zima inelinagao da qual so era conhecida. a projegao verti-
eal.

a horizontal (C) de cota -2 (D' sobre o prolongamento
de an') e a frontaZ (E'(F) com afastamento -1,5 (E sohre
o prolongamento de amn ) solucionam o 29 item.

’

F

Hl

Fig.310
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92 ¢ Da-se um plano definido pelos pontos (A), (B) e (C). Pede-se:
a) os tragos do plano definido pelos pontos;

b) os tragos de um plano que, contendo o ponto (
paralelo ao plano dos pontos (A), (B) e (C).

@ [10;25;1] @ [1n;0;4)]
® [12;1,5;3] ™M [55;1,5; 2]

soLugAo: (fig. 311)

Fig.311

a) Os tragos do plano definido pelos pontos dados sao obti
dos com auxilio das retas horizontais au:x':_iliares (1)(B)
(2)(F) por cujos tragos:verticais V' e V] passa o tragoan'
sendo am paralelo as projegoes horizontais das horizon-
tats auxtiliares. |

cl

v.” ¢

2" N
A'
c 1
v § ‘
1 ;
4
q@
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b) Traga-se uma reta qual 217
e _ quer (r) auxiliar gu
no (a) ja determinado no Ztem anterior, Z, epzizt;:fzioaodiclig
dado

~

(M), faz-se passar uma retq (s) paralela q retq (r) e por

cujos tragos Vé e H
ralelo ao plans (a) paseam os tragos do plano(B) que & pa-

938 o Dé-se um plano definiao |
‘ pela reta (A)(B) e o ponto (D) do
determinar os tragos do plano que contenha o ponto (C)) e st(eii p)a;'al,i:l:e-as:

plano dado.
@ [1;1;2] ©[8;1;1,5]

) ® [4;3;-3] ©[7;-1;2]
SOLUGAO: (fig. 312) ' ’

A
reta (A)(B) & o ponto (D) definem o plano (a), ecujos tragos

V; 3’

Fig.312
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foram determinados unindo-se o ponto (D) ao ponto (B) e pa

sando pelos tragos dessas retas concorrentes, que sdo V! e
(tragos verticais) e H e H; (tragos horizontats{..
Do plano (o) tragou-se uma reta qualquer (r) auxiliar e p
ponto (C) dado, a reta (s) paralela a reta (r) por cujos ¢
¢os V3 e H3z passam og tragos do pZdno(B)QaraZeZo ao plano(
ou seja, tragos Bm eBn'paralelos respectivamente aos trg
am eom'. )

94 o Determinar os tragos de um plano que contém o ponto (A) e & paralelo
(B2
' @ [0;1;3]

SO0LUGAO: (fig. 313 e 314)

A A pr—p

g d
ANk’ Vv’ H il
rl
° —
= ///ﬁ/ H’ //// e e
AT A A
J/
Fig. 313 Fig. 3138

Podemos operar de dois modos distin?os: o primeiro, qZ;ap
se dizer, é o método eclassico, consiste em se tragaf i
(r) do primeiro bissetor (fig. §13) e pelo qonto (A da
ma reta paralela a (r) e por cujos tragos K e H pass
tragos coincidentes do plano pedido(anmor')
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gntretanto, podemos simplificar o tragado da épura pois, como
pimos quando estudemos plago paralelo ao (B ), a cota do trago
pertical do plano é igual q diferenga entré a cotq e o afasta
mento do ponto (A) do pZano._No caso presente, a cota é 3, po
gitiva, e afastamento 1 também posttivo. Entdo, a diferenga
3-1=2¢é positiva, 0 que significa que os tracos do plano
(que, como ja‘sabemos,sao coinecidentes e paralelos a linha de
terral), se situam acima da linha de terraq (trago vertical de
cota postitival. 4s projegoes do ponto se situam a distancias
iguais‘de T e dos tragos do plano. Assim, no caso, (fig.314)
a distanctia d da projegdo A a wn'é fgual & distinera d da
projegao A' aos tragos do plano. Entdo dado o ponto pelas su-
as coordenadas, é suficiente fazer passar o trago vertical do
plano (com o qual o horizontal coineide) paralelo a linha de
terra e com cota igual q 2.

OBSERVAGOES: )

1) Se o ponto possuir cota menor que o afastamento (fig.315 )
onde a cota é 2 e afastamento 3, tem-se como diferenca en
tre cota e afastamento: £ - 3 = - > 0 que significa e
sera negativa a cota do trago vertical do plano e portanto,
marcada abaizo de mm' . Nesse caso, os tragosan®man'do pla
no se situarao abaixo de wm', como indica a fig. 315, on-
de a cota do trago vertical an'esta abaizo da linha de ter
ra. Continuam iguais as distaneias d, porem agora, da pro-
jegao horizontal A aos tragos do plano e da projegao ver-
tteal A' 4 linka de terra.

A
d
o MEAR'
B = d
A'
[
LS gL % &4
A
d d
A = =
Fig. 316
Fig.315
gi © ponto dado estiver no 2¢ diedro (fig. 316) onde,no ca

a cota & +2 (positiva) e o afastamento (-1) negativo,
se a diferenga entre cota e afustamento:
2 - (-1) =2+ 1 =3 (positival.

tem~
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Entdo os tragos do plano se situardo acima de mm' porqu,
cota do trago vertical sera positiva e igual a 3, como
dica a fig. 316. Nesse caso (cota mator que o afastame:
em valor absoluto), voltam a ser iguats as mesmas di
etas apontadas na fig. 314.

soLUgAo: (fig. 319)

Jja sabemos que o péano pqpaleloao(ﬁ )é paralelo 4 linha de ter
ra ¢ seus tragos sao simetricos em gela¢5o ann' (ver fig.272].
gemelhantemente ao exercicio anterior, poderemos tragar pelo
ponto dado = uma reta (r) paralela ao(BP)que como ja sabemos,
possui as projegoes paralelas entre si-(ver fig. 263). Pelos
tragos dessa reta (r) passarao os tragos T e am'do plano pe-
dido, que, como se vé, sao simétricos a mw'(fig. 319), ou se-
ja, cota do trago vertical igual ao afastamento do trago hori
zontal. E, como vimos quando estudamos plano paralelo ao(B_J);
que a soma da cota do trago vertical e afastamento do trgéo

3) As figuras 317 e 318 mostram exercicios semelhantes com
tos no 39 e 49 diedros respectivamente.
Na fig. 317: cota negativa (-1); afastamento negativo
Diferenga: -1 - (=-2) = -1 + 2 = 1 (positivo). Entao
vertical am'acima de nn' (de cota positiva igual a +1
Na fig. 318: cota mnegativa (-1]; afastamento positivo
diferenga: -1 - (+3) = -4 (negativo). Entao trago ver
an' abaixo de wu' (de cota negativa tgual a -4).

horizontal é igual a soma da cota e do afastamento de qual-
quer ponto do plano, tem-se que a cota do trago vertical arm'
e itgual a 2+ 1=23, isto e, a soma 4da enta com o afastamento
AW = do ponto (fig. 320). E como a citada somi é positiva,isso sig
nifica que positiva sera a cota do trago vertical do plano,
X Mien’ Ar
A PR v’ o ! o< T
A T
" ¢
AmzecH A J & B
d
Fig. 317 Fig.318 ~
i d
:ﬁ (2] v
o — 4 —
4) £ de se notar que as projegoes do ponto estardo sempre
interiores ou ambas exteriores 4 regiao limitada por mm' A
os tragos do plano. /A
d ~
F
H e N
L X o T
' Fig.32
95 ¢ Determinar os tragos de um plano que contém o ponto (A) e & parale , g 0
Fig 319

(B.)
k A J0;1;2]
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e portanto, acima da linha de terra; consequentemente, o t
¢o horizontal estara abaizo de mmn' com o mesmo afastamento
Cumpre porém,observar que a disposigao dos tragos deve ser
mesma que a das projegoes do ponto dado. Assim,por exem

ge o ponto estiver no 29 diedro (fig. 321), a soma cota
afagtamento resulta: 3 + (-1) = 3 - 1 = 2 (positival). Ent
cota do trago vertical acima da linha de terra e conseque
mente afastamento do trago horizontal abaixo daquela linha,
epura da fig. 321 esclarece, bem como se observa a <Zgual

das distaneias: cota do trago vertical e afastamento do tr
horizontal, iguais ambos a distancia entre as projegoes do
to. !

Fig. 321

Ae épuras das figuras 322 e 323, esclarecem o problema quan
se tratar de pontos nos 39 e 49 diedros, a saber:
- ponto no 39 diedro: (fig. 322)
Soma de cota e afastamento do ponto: .
-1 + (-1) = -1 -1 = -2 (negativo). Entao, trago vertic
an' com cota negativa -2 (abaixo de wm' ) e consequen
mente o trago horizontal am acima daquela linha.
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- ponto no 49 diedro: (fig. 323)
Soma de cota e afastamento do ponto:
-3 + 2 = -1 (negativo). Entao, trago vertical an' com co
ta negativa -1 (abaizo de nm' ) e consequentemente o tra
¢o horizontal am acima daquela linha. -

<

2 - y LT

d d

B e 15

A d -

o’
clﬂ'gﬁ' i o
Al
Fig.322 Fig.323

96

® Tragar por um ponto (A), um plano (B) que o contenha e que seja também
paralelo a outro pldno (a) que & paralelo @ m '

A [0;1;1
an'=
anm = 4

S 7 .

OLUCAO: (figs. 324 e 325)

B -

nosuflclente tragar uma retaq
- ha %, cuja cota do trago v
(a) Orizontal é 4 (fig

qualquer (r) que pertenga ao pla

ertical é 3 e afastamento do tr
324). A seguir, .

2 . traga-se pelo onto
i, Z?Op uma reta que seja paralela a (r) por cujos tiagos

- assarao os t A 1
tQMbem e WNira;os do plano(B)que evidentemente sera
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Podemos também empregar um plano de perfil aulezar(ftg..‘sz
o qual rebatido {‘ornece (A7) e V'(H1) como a reta Lr}tersg
entre o plano (a)dado e o plano (Y)au:mltar'.. Por (A7 trag
se a reta Vi(Hz) paralelamente a.Vt(Hz), situando-se I:j
bre o trago vertical do plano auxiliar e (Hg) s'obre 1rl'n g
feito o rebatimento, tem-se em Hg o trago horizontal d
reta. Pelos tragos Vi e Hg, passarao os tragos do plano

do.

A' ‘A,,

o \

& € Ha ) (H') -
A=

4
oy y g
v .
Ha
vi an . /
o b
U
A r o X4
H
; v N’ \
s o i
& Flg.325
A
r
B e 97
£ ® Um plano (a) & definido pelo ponto (B) e mnm' . Tragar um plano (B)
3 paralelo ao plano () e que contenha um ponto (A).
. A [0;45;1]
H ® [0;2;1 ]
S
Fig.324 OLUCZO: (f£ig. 326)
Fagz-
Z:sse passar um plano auxiliar(Ydde perfil que contenha os
Juip l-’;zntos dados, o qual, rebatidoy fornece (A1) e (Bi).A se
POnt; (gg}:a—se uma reta (r) que seja do plano definido pelo

e a linha de terra, bastando para isso unir (E7)

Crq
tgem das coordenadas.Essa reta (r) passando por (Bj7) que
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¢ ponto do plano, e, tendo seus tragos sobre mr' & reta do
lano. Entdo é suficiente tragar por (A1) a reta (s)paralelq

a reta (r) por cujos tragos V9 e Hg passarao os tragos Bm'e
Bm respectivamente do pZano(Bg

foi obtido desfazendo-se o rebatimento).

(r) (s)
- (8, (A

H' Vi «nzexmzmrr’

H, - A
e
A
Jn Fig.326

OBS: Nessa mesma épura da fig. 326, foi feita uma verificagad
para constatar se o ponto (A) pertence ao plano (B) , 4
deve pertencer por exigencia do problema.

A verificagao foi a seguinte: Pela projegao horizontal
do ponto, tragou-se a projegao horizontal AV de uma Té
ta qualquer, situando-se V] sobre a linha de terra q
dé a conhecer Vi sobre o trago vertieal Bm'do plano ach:
do, e que & o trago vertical dessa reta. Unindo-se v
tem-se a projegdo vertical dessa mesma reta que da B
bre a linha de terra que faz conhecer H (projegao hort
zontal da reta) sobre a projegao horizontal AV] da ecita
da reta e que é o seu trago horizontal. Esse trago H a€
verd se situar sobre o trago correspondente do plano(B

isto e, sobre BT , como em verdade acontece ) i

Ass'm,pois, a reta (A)(V1) de projegoes AV] e A'Vi BaE

suindo seus tragos (H)e (V1) sobre os tragos correspon e

tes do vlano (B)p?rten"eré a esse plano.

pedido. (0 trago horizontal Hp
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98 e Mesmo exercicio anterior, com os pontos (A) e (B) na seguinte situagdo :

W [0;1,5;-2]
® [0;-1;3]

soLugXo: (fig. 327)

Procedeu-se tal como no exercicio anterior, com o plano auxi
liar(y) de perfil, obtendo-se emBT e Bn'os tragos do plano.Da
mesma forma efetuou—se a verificagao com a reta (A)(Vi) e cons
tata-se que 08 tragos dessa reta se situam sobre os correspoi
dentes do plano. -

L (.
()

- v

Hy V) emikm’zmm’
[-) ”l oy

|

(H) ; . Ll

A (A,)

gn
Fig-327
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SOLUGAO AC EXERCICIO 76:

1 - qualquer, horizontal e virtical;

2 - pertence a uma reta do plano; ;i

3 - g perpendicualr a qualquer dos planos de projegao;

4 - horizontais e frontais;

5 - plano horizontal; plazo frontal;

6 - reta vertical e reta de topos .

7 - duas retas concorrentes; duas retas paralglas, uma  p
e um ponto exterior a ela e tres pontos nao em linha re
ta. ) i

8 — um deles contiver duas retas concorrentes paralelas av
ke linha de t :

9 - paralelas a linha de terra; L i

10 - Zaralelos a linha de terra e simetricos em relagao d me
ma.

SoLugAo A0 EXERCICIO 85:

PERGUNTAS ' RESPOSTAS

S © ® N Oy A W D
g Q& QN

~

h°"i20nl'c|l no po
Mq

® A) Intersecdo de planos

® B) Intersecdo de retas e planos

® C) Ponto comum a trés planos

® D) Perpendicularismo de retas e planos

CAPITULD
IV terntes 4 B

referentes a C)
referentes a D)

® A) Intersecdo de planos

Dois planos quando ndo sdo paralelos, diz-se que sdo secantes, isto &, eles "se cor
fam" ou "se interceptam"; e essa intersegdo deles & sempre uma reta, como se ob
serva de infcio com a linha de terra que & a intersegdo dos planos de projegdo.
Evidente & pois que ndo ha intersecdo quando os dois planos sdo paralelos.

Para se obter a intersegdo de dois planos, basta determinar dois pontos que sejam

€omuns a ambos os planos ou apenas um ponto, quando se conhece a diregdo da in
tersegdo.

Para facilidade de estudo, dividimos os diversos casos em trés grupos, a saber:
19 grupo:  Ambos os planos s&o dados pelos tragos (cruzando- se
ou ndo nos limites da épura) ;

29 grupo: Apenas um dos planos & dado pelos tragos;
32 grupo: Os planos ndo sdo dados pelos tragos.

N‘f Primeiro grupo, quando os planos sdo dados pelos tragos, em geral a solugdo

mediatq, como_por exemplo na fig. 328 onde se deseja a intersegdo dos planos
@) e (B) . E evidente que a reta comum aos dois planos, deve ter seu trago
nto de concurso dos tragos horizontais dos planos e, da mesma for
' Seu trago vertical no ponto de concurso dos tragos verticais dos planos dados.

Sim, basta unir o ponto (H) ao ponto (V) e teremos a reta (H)(V) ou reta (r) que
9 intersegdo desejada.
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Nem sempre porém, os tragos dos planos se interceptam nas mesmas re.gloes ond
situam, isto &, tragos verticais acima e tragos horizontais abaixo da linha de

g
como no caso da fig. 328, mas a regra geral & sempre a mesma.

Seja por exemplo a fig. 329 onde queremos determinar a intersecdo dos plano: ”
e (B) . Os tragos horizontais am e BT se cruzam em H, nos seus prolo
mentos e os verticais an' e B7'em V' também nos respectivos prolongam
de modo que a reta intersegdo (H)(V) estéd no 3° diedro.

Am!

H \"4
= ) =
V ’
M &
AT
0-2.4
Fig. 328 Fig 329

Pode ocorrer que, ou pela disposigio dos dados ou por exig*e..ncia do Pmbl?;:é
se possam determinar o ponto (V) ou o ponto (H), isto &, ndo ;Je poss;c:l'!oc o
gpura o ponto de concurso de ‘qualquer dos tragos dos planos. e-s|s.e

ndo serd imediata e teremos que recorrer a plano (ou planos) auxiliares, © 9
remos na parte pratica,de exercicios.

bém a
Se acontecer que os planos tenham tragos de mesmo nome paralelos, tam

¢do & imediata.

Seja a fig. 330 onde os tragos horizontais dos ;?k:nos. (ot)’ e (_Bf). f‘:: (P:;:o
Nesse caso, o ponto de concurso dos tragos honzcinfms ‘esfo ncl') lm ini sesp .
proprio) e entdo a projegdo horizontal da intersegdo serd paralela a es

a reta intersegdo serd portanto a horizontal (r).

L4 i

i os tr

Se dois planos forem paralelos & linha de ierrq, pelo fato de possuitem o
de mesmo nome paralelos ndo significa que eles sejam paralelos. Nesse
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”I
,\I
"4
P
”
ot
Fig.330
! V-l
r'
r
A oo
Fig- 331
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tersegdo, quando houver, seré sempre uma
reta frontohorizontal. A solugdo ndo & ime
diata e teremos que nos socorrer de plano a-g
xiliar o que tamb&m veremos na parte pré-
tica.

Quando os dois planos concorrem num mes-
mo ponto da linha de terra ou um deles pas
sar por essa linha, também a solugdo ndo &
imediata e veremos os diversos casos na par
te de exerclcios. -

Quando os dois planos forem verticais (ou
de topo) as intersegdes serdo respectivamen
te retas verticais (ou de topo) como vemos
nas figuras 331 e 332.

Em ambos os casos, a projegdo puntual de
cada reta intersegdo se situaréd em coinci-
déncia com o ponto de concurso dos respec-
tivos tragos.

An crr
¢ r"
”
ar P
i
Fig.332




Quando um dos planos s6 possuir um trago (plano horizontal ou frontal), a retq
tersegdo nele ter& a projegdo respectiva, que seré um ponto ou uma reta, depender
do outro plano.
Assim, por exemplo, na fig. 333, um plano horizontal (o) e outro de topo (B)
rdo na reta de topo (r) a sua intersegdo, onde a projegdo vertical r', como {4 se
estar& na concorréncia dos tragos.

Se um dos planos for qualquer e outro frontal, por exemplo (fig.334), a intersegdo
a reta frontal (r), de trago horizontal H no ponto de concorréncia dos tragos corres
dentes do plano, e projegéo vertical paralela ao trago vertical do plano de dois |
Essa intersegdo estard com sua projegdo horizontal em coincidéncia com o trago d
mo nome do plano, como & evidente.

(i
< r 4
d_(‘
P‘
= ” =
r E
An HX_ T
AT o
Fig- 333 ( Fig. 334
OBSERVAGOES:

o~
1) No estudo de intersegdo de planos, deve-se ter em vista que a reta intersegd
sendo comum cos dois planos, deverd ser uma reta que neles possa estar contida.

Assim, por exemplo, se desejarmos a intersegdo de um plano horizontal (a) com
plano frontal (B) deve-se recordar:
horizontal

de topo

Retas de plano horizontal
frontohorizontal

frontal

Retas de plano frontal [verﬁcol
| frontohorizontal

pESCRITIVA | | 05

Observa-se que a Onica reta comum aos dois planos & a frontohori ; dai, ai

Go dos dois planos considerados & f e °|"°"'Z°'.“'°|: 2 I
sed lan ados & uma frontohorizontal, o que aliés se constata fa-
C;lmente,~ materializando os dois planos no espago. Nesse caso, as projegdes dainterse
go estardo sobre os tragos correspondentes dos planas,como se observa na fig. 335. .

Seja, como outro exemplo,  determinara r oo’
intersegdo de um plano qualquer (&) com
outro paralelo a linha de terra (8) .Te-
mos que:
i qualquer - =
Retas de um plano | horizontal
qualquer frontal
| de perfil — s
[F r
Retcs de plano pa QU ;
e s ! ™ frontohorizontal
_ de perfil Fig- 335

(\i/enﬁ;:a-se que Fs~refos comuns aos planos, sdo retas qualquer e de perfil, de que vai
epender da posigdo dos tragos dos planos. Assim, nas figuras 336 e 337, temos os dois

casos COnSIdelcdos cujas inters g P
4 '0 S ( ) ( )
egoes sao as retas (r e (s respectiva nente Ualquel e
! q

Vel v e
”l
A
ry )
’ S
= v
= ViK'
V-1 4 r - =
H s
AT
o« H
KT
1 Fig. 336 Fig. 337
O : . !
R s casos de intersegdo de planos considerados dos 20 e 30 grupos, serdo objeto dos

Icio: ati
s da parte pratica. Quanto aos do 19 grupo, somente aqueles que ndo sdo de

N (TP .
Usdo imediata.
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@ B) Intersecfio de retas e planos
ou

Tracos de retas sdbre planos

rocurar o tra
Determinar a intersegdo de uma reta com um plano é o mesmo f:\:\ ge e
reta sobre o plano, pois, o que se deseja, & determinar o pon

no.
Solugdo geométrica para o problema: o
lano (a) , faz-se
i intersecdo de uma reta (A)(B) com um p ;
POrI’G :Tadreet':xng':(ltni m([r?a)q (fig. 338). Esse plano intercepta o plano ‘daio, s
::I?: : reta (C)(D) e as duas retas (A)(B) e (C)(D) se i'nfercepfam em (1) :Iu: :ze;:q ar;:lq
tdo "trago da reta (A)(B) sobre o plano (o) ", pois & o ponto no qu

plano. ¢

/97?

e i o s o S A 3 55

i o

(A\ (D) o
' v H_
)
© ' r
M

AT

Fig. 338 Fig-339

i é a (r) sobre o plano (&)
Seja,como exemplo, determinar na épura, o trago da reta (r)

i oderia sem
339). Escolheu-se o plano de topo (B) como o projetante dc:szitce(lgzj o'ty
nhum inconveniente ser o plano vertical); para |sso,'fez-se p: .Zo;:ﬂdl T
cal r' dareta, o trago vertical Bm' do plano, cujo trago c;rlno e o
ali C e sabe, uma reta que pertenga a um pla i
a linha de terra. Como s ; e e A s
rojegdo vertical em coincidéncia com o frago correspondent o P
ferr:ﬁnq—se a intersegdo dos dois planos: o dado (|OLV)He' (: P"‘;I;:m o prsiaa hori
i jega i ta interc
do & eta (V)(H) cuja projegdo horizon ; ol
Lerseicod:;d(:: rem I( ;ue da |' sobre V'H'. Esse ponto () & o ponto procura
a reta i
reta (r) fura o plano (a)

DESCRITIVA | 211

OBSERVACAO

Verifica=se pelo que acima foi exposto que, para se determinar o trago de uma reta so
b; um plano, & indispensével o conhecimento de intersegdo de planos.

¢ C) Ponto comum a trés planos

Trés planos,quando se interceptam, tém geralmente um ponto comum. Para isso & neces

sérioporém que qualquer um deles ndo passe pela intersegdo dos outros dois e nem se-
ia paralelo a essa intersegdo.

Se considerarmos, por exemplo,os dois planos de projegdo e um terceiro plano que seja
bissetor por exemplo, veremos que este 0ltimo, passando pela linha de terra, que & a
intersegdo dos dois primeiros, determina ndo sé um ponto comum com os primeiros, po-
rém, uma infinidade deles. J& com um plano paralelo a linha de terra e os dois de pro
je¢do, ndo hé nenhum ponto comum.

Para se obter o ponto comum a trés planos, pode-se proceder de dois modos diferentes.

19) procuram-se as interse¢Ses de um dos trés planos dados com os outros dois e o pon
to comum a essas duas intersegdes & o ponto procurado;

) determina-se a interse¢do de dois quaisquer dos planos dados e procura-se depois o
trago dessa intersegdo sobre o terceiro plano; o ponto em que essa reta intersegdc
fura o terceiro plano, & o ponto comum.

OBSERVACAO

Verifica
conheci
plano .
dem:

~se assim que, para se determinar um ponto comum a trés planos & necessério o
mento dos dois assuntos anteriores: intersegdo de planos e trago de reta sobre o
E Pois,uma sequéncia de assuntos que deve e precisa ser obedecida, nessa or-
- interseg&o de planos;
- intersegdo de reta e plano;

= ponto comum e trés planos.

D) Perpendicularismo de retas e planos

Ta|
co .
i, MO aconteceu quando estudumos paralelismo de retas e planos, também neste as-

r Para facilidade do estudo, ficam estabelecidos trés grupos a saber:
19 gage a) reta perpendic.ulor a plano;
b) plano perpendicular a reta.

29 grupo : plano perpendicular a plano;

39 grupo : reta perpendicular a reta ou retas perpendiculares entre si
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Estudando separadamente cada grupo, tem-se:
12 GRUPO:
a) RETA PERPENDICULAR A PLANO

Uma reta & perpendicular a um plano, quando & perpendicular (ou ortogonal) a  duy
retas concorrentes do plano. Assim,por exemplo, na fig. 340, s retas (s) e (s1) p
tencem aa plano (o) e sdo concorrentes. A reta (r) perpendicular a (s) e (s)é
pendicular ao plano (@) . No mes
ma figura, as retas (s,) e (s3) sGo do
plano (a) e areta ?r]) & ortogonal
a elas, sendo também perpendicular
ao plano (a)

Quando uma reta & perpendicular a
um plano, a sua projegdo e o trago do
plano sobre o mesmo plano de proje-
¢do, sdo perpendiculares entre si.

Exemplificando: seja a reta (A)(B) per
pendicular o plano (a) e () o (d)
plano de projegdo (fig. 341).

O plano projetante (A)A(B) é perpen
dicular aos planos (a) e () por
que contém as retas (A)A e (A)(B),
perpendiculares respectivamente aos
planos (1) e (a). Entdoo plano
projetante & também perpendicular a
(M)(N) intersegdo dos dois planos. A
reta (M)(N) perpendicular ao plano (A)
(A)A(B) & perpendicular a A(B).

P

Entdo, uma reta & perpendicular\ a
um plano, quando a sua projegdo e
o trago do plano sobre o mesmo pla
no de projegdo sdo perpendicu|cre-s
entre si.

A épura (fig. 342) nos mostra uma
reta (r )perpendicular a um plano
{a) , isto &, as projegdes da re
ta perpendiculares aos tragos de mes- (If)
mo nome do plano. Considerando que
o trago horizontal de um plano & para
| elou projegdo horizontal de qual=
quer horizontal do plano e que o

DESCRITIVA

trago vertical do plano & paralelo & proje-
¢do vertical de qualquer frontal do  plano,
conclui-se : uma reta & perpendicular a um
plano, quando sua projegdo horizontal for
Perpendicu|ar & projegdo de mesmo nome de
toda horizontal do plano, o mesmo aconte-
cendo quando sua projegdo vertical for per
pendicular & projegdo de mesmo nome
de toda frontal do plano.

Por essas razdes, a épura da fig. 343 nos
mostra um plano definido por uma horizon
tal (r) e uma frontal (s), concorrentes

em (1). A reta (t) & perpendicular aopla
no das duas retas (r) e (s). K

Quando o plano for paralelo a linha de ter
ra ou passar por essa linha, a condicdo da
reta ter suas projecdes perpendiculares aos
tragos do mesmo nome do plano, apesar
zer que ela seja perpendicular ao plano,

de perfil,

plano de perfil auxiliar,

¥ "
s

Fig.343
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o IT

Fig. 342

de necessaria, & ndo & suficiente para se di

que . porque, se tal acont e
perfil (fig. 344) seria perpendicular o plano (o). Semud(?\:]i::esse’ i

i mas ndo serg qualquer reta de perfil. Nesse caso,
e o perpendicularismo da reta com o plano, sendo neces

que a reta terd que ser
a épura ndo indica direta
sério o rebatimento de um

como veremos na parte pratica de exercicios.

¢
oo’ rjr

¥4

Fig.344
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Quando a plano for definido por um ponto e a linha de terra e o ponto de projegs
quidistantes da referida linha, teremos o caso do bissetor.

Vejamos entdo os dois casos:

Retd perpendicular ao(BI_)

Sendo os dois planos bissetores perpendiculares entre si, toda reta que for perpen
lar ao 19, serd paralela ao 29 bissetor; além disso, a reta deve ter suas projegdes
a de terra, porque os tragos do plano bissetor estdo em coinc

endiculares o linh
p -
a reta deve ser paralela ao (BP) e ser de verfil

cia com aquela linha. Entdo,

Seja entao, por um ponto (A), de projegdes A e A' (fig. 345) tragar uma reta pel

cular ao (51)

, de perfil e, pelo ponto dado, wiu reta

Traga-se uma reta (C)(D) do (8)
15 ]
133 e recordar paralelism

de projegdes AB, A'B" que lhe seja pavalela. (ver fig.
duas retas de perfil) . Essa veta (A)(B), de perfil, & perpendicular ao (BI), apre
$ando como caracteristica principal pessuir suas projegdes iguais em grandeza e
do, isto &, AB = A'B' e no mesmo sentido, quer dizer, A" para 7 no mesmo senti
A para B. E sempre que isso ocorrer, 0s tragos de uma reta perpendicular ao (8
simétricos a linha de terra.

VI

( \(\

P . (A 4
}‘

B (

e
— _ B
o |
: ‘ -/

HL—'/
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os també
f;i:r;e i imm:::hier oyproble(ma, rebatendo-se o plano de perfil que contém o
¢do como (B conforme Wy
c € . ; nos mostra a &pura da fig. by
anz ;e')on:tgta a simetria dos tragos da reta acima mencionada (V“)Ue H e u'isc’i' t -
czlar L ,(B ; mesmz grandeza e mesmo sentido, as projegdes oa reta (A) (g) :r q:fzf
, onde o ponto (B]) foi tomado arbitrariamente na perpendich;arp -

19 bissetor . =
Reta_perpendicular ao (BP)
Uma reta perpendicular ao 29 bissetor, & de perfil e paralela ao 19 bissetor. A retq

'y . pg

dida, (A)(B), deveré entdp ser
i ) paralela a uma reta (C)(D) de perfi i
(f.gs. ?;12 .~Nofa-se na perpendicular ao que o segmenf:r(;;\l)(eB)do ]Zsﬁfssfem;;é
:::Hzosld?fc:;?f mesma ?randez? (AB = A'B') mas, inversamente ao casop:me'rio?'m dm
es, isto &, a projegdo horizontal AB no sentido de A para B (bai K
ixo pa

ro cima) e a vertical A'R' no sentido A' ' ci i
S i ntido A' para B' (cima para baixo), o que se - observa
A
| 8
o \
8’ 45°
— B
e,
“ !
! 3
A /
c
A
Fig.347 :
; Fig.348
Como
No caso de i
c"lg"-ao(s )'eb;:cdzerpendlculor ao(B_ ), também se pode tragar uma perpendi-
Yegdo p ndo-se o plano de perfil que passa pelo ponto (A) e sua inter~

com oi (B )
o P conforme nos mostra a épura da fi 348. A i
. . > g. 5 reta per endicular
P Presenta a caracterfstica de possuir seus tragos coincidentes. P
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b) PLANO PERPENDICULAR A RETA

E a recfproca do caso anterior. Lo-
go, quando os tragos de um plano fo
rem perpendiculares as projegdes de
mesmo nome de uma reta, o plano & per
pendicular t reta. Entdo, (Fig. 349)
para se fragar por um ponto (A) um
plano (a) perpendicular a uma reta
(s), traga-se pelo ponto uma horizon
tal (r) do plano pedido, cuja proje
¢do horizontal r seja perpendicular a
projegdo de mesmo nome da reta da-
da.

O plano que contiver essa horizontal
& a solugdo.

20 GRUPO
PLANO PERPENDICULAR A PLANO

Dois planos sdo perpendiculares
entre si, quando um deles con
tém uma reta perpendicular ao
outro. Entdo, (fig. 350)para de
um ponto dado (A) se tragar um
plano (8) perpendiculara um
plano (a) dado, traga-sea per
pendicular (r) sobre o plano da
do e qualquer plano conduzido
por essa reta seré perpendicular
ao plano dado.

OBSERVAGAO

O problema & indeterminado por
que por uma reta pode-se fa-
zer passar uma infinidade depla
nos, como j& sabemos. -

Se dois planos sdo perpendicula
res, isso ndo significa que seus
tragos sejam perpendiculares
(ver fig. 350). So héa perpendi
cularismo entre os fragos, quan
do um deles pelo menos & pro-
jetante. Assim, por exemplo, se

CRITIVA |
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& proj =
um cle.les“o P::efa;!'e clam relcu;co. ao plano () - plano vertical - os seus fragos horl
zontais sd0 perpendiculares entre si e, se projetante em relagdo ao plano (7 ') Plaor—I
- plano

de topoj™ 0s seus tragos verticais & que sGo perpendiculares entre si. (fig. 351 e 352)

Vl

"I

o«

Fig.352

B

s




bis PRINCJI

Ainda por um ponto dado podé-se tragar um plano perpendicular a dois planos d
basta para isso tragar um plano perpendicular ‘a intersegdo dos dois planos dad
o qual sera perpendicular a cada um deles. Para esse caso pode-se utilizar oy
método, que consiste, do ponto dado baixar uma perpendicular sobre cada plan
o plano dessas duas retas serd o plano desejado.

Assim, por (A) tragou=se o plano () perpendicular gos planos (a) e (B) ,
tilizando-se o segundo método acima descrito (fig. 353 ) -

Estudaremos a seguir o caso dos planos perpendiculares aos planos bissetores.

Plano perpendicular ao (BI-)

Seja) na fig. 354, a reta (A)(B) perpendicular ao 19 bissetor, cujos tragos sdo s
tricos a linha de terra, como j&.vimos na fig. 345. Qualquer plano, comoo (
por exemplo, que for conduzido pela reta (V)(H), serd perpendicular ao 1%bisse
Sua épura &, pois, caracterizada por possuir os tragos simétricos em relagdo a i
de terra. ,

Se,na fig. 354, o ponto T = T' se tornar impréprio, isto &, se for langado ao infin
o plano (o) tomaré a posigdo da fig. 355, isto &, ficara paralelo & linha de terra,
nando-se entdo paralelo ao 22 bissetor continuando perpendicular ao 19 bissetor..
(Comparar a fig. 355 com a fig. 272).
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OBSERVAGOES :

s@o perpendiculares ao (BI) os seguintes planos:

- plano qualquer de tragos simétricos @ m 1 '
4

- plano paralelo a linha de terra e também de tragos simétricosa '
- qualquer plano de perfil;

- 0 29 bissetor.

Plano perpendicular ao (B_)

iz,!:c?;é:f;;, 35c6, a T?fo'(V)(H) perpendicular ao 29 bissetor, cujos tragos estdo e

s €omo [& vimos na fig. 347, onde as projecdes sdo | .

: m projecgdes sdo iguais em gr

d:lze:ef;:o(svc)?}:;ranoi. Quqlqu.er plano, como o (a) por exemplo, que fogr 12‘:131(;%05

pela r » sera perpendicular ao 29 bissetor. Sua épura & pois i e

possuir os tragos em linha reta. i et

Se na fig. = improépri ‘

plqno(f) f:iirz ;;o:::-g'li._T(;sef.forn;;;mproprlo, isto &, sefor langado ao infinito, o
. icdo da fig. » paralelo, pois,ao 19 bi i 4

pendicular ao 29 bissetor . (Comparar a fig. 357 cJo?n clfig '2;’;5)Sef°r S

o< Sl 7!

p—

Fig- 356

OBSERVA(;(")ES; F'.g. o

Qo er
P pend' r i t
ICUIQ €s ao (B ) 0s seguintes plano;.

plano qualquer com tragos em linha retq; ‘
<l .
Plano paralelo a linha de terra com tragos em coincidéncia; ‘
4
qualquer plano de perfil;

= 0 19 bissetor.
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39 GRUPO

RETAS PERPENDICULARES ENTRE Sl

A regra geral para se tragar por um ponto uma refa perpendicular a outra, cons
. N\ 2 -,
em conduzir, pelo ponto, um plano perpendlcu|cr a reta e determinar o ponto de int

secdo da reta dada com esse plano. Uriindo-se o ponto assim obtido, ao ponto dado,

remos a reta pedida.

A fig. 358 nos mostra a solugdo geométrica. Seja o ponto (A) pelo qual desejamos
car uma perpendicular a reta (B)(C).

icular @ reta (B)(C); o ponto (M) éo
Traca-se pelo ponto, o plano (a) perpendicu 4) o
googz ref: (B)(g;> no ’p!ano (a) ", o qual, unido ao ponto (A) dado, determina a
(A)(M) que & a reta pedida. |

I’

(8) A .

T
A
) . |
ok .'»‘
Fig.358 P
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Em épura, (fig. 359), seja o ponto (A) pelo qual se deseja fazer passar uma reta per-

ndicular @ reta (B)(C). Traga-se uma horizontal (A)(V) cuja projegdo horizontal AV
sejo perpendicylar a projegdo de mesmo nome da reta, a fim de se tragar o plano (a)
Pe,.pe'ndiculur a reta dada. A seguir, para se determinar o trago da reta (B)(C) no pla-
no (&) , faz=se passar o planc projetante  (R) , da reta dada. (usou-se no ca-
s0 0 de topo) . A interse¢do dos planos (a) e (B) ¢€areta (V1)(H) e as pro-
jegoes horizontais da reta BC, e da interseg¢do, V1 H, se interceptam em M, que da M'
sobre o trago vertical do plano projetante.

A reta (A)(M) a solugﬁo, cujas projegdes sdo AM e A'M'.

OBSERVACAO

Quando a reta dada for paralela a um dos planos de projegdo, ndo & necessério aplicar
o estudado  na solugdo geométrica, em virtude do teorema projetivo do &ngulo reto,
que &:

"Quando a projegdo horizontal de uma reta qualquer for perpendicular & projegdo de
mesmo nome de uma reta horizontal, as duas retas sdo perpendiculares entre si, o mes
mo acontecendo com a projegdo vertical, se a reta for frontal" .

Assim, dada uma reta horizontal (ou frontal) para se tragar por um ponto dado uma re
ta que lhe seja perpendicular, basta unir a projegdo horizontal (ou vertical) do ponto,

perpendicularmente a um ponto qualquer da projegdo horizontal (ou vertical) da reta
dada.

As figuras 360 e 361 nos mostram as retas (r) e (s) perpendiculares respectivamente as
retas horizontal e frontal .

\. A

r~ S’ 1

Fig.360 Fig. 361
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NOTA

Na parte relativa a "Distancias" serdo resolvidos problemas sobre perpendicular ¢
a duas retas.

A seguir a parte pratica do Capftulo IV, com numerosos exercicios.

pDESCRITIVA | 223
e Exercicios do capitulo IV
- referentes a A)
99 ¢  Determinar a mfersec;ao de dois planos cujos tragos se encontram num mesmo

ponto (T)de mrm' .
(m [ 1;0; 0]
a9

P
am'=+550 Bm' = +4p0
N N
am = -300 Bm = -500

SOLUGAO: (fig. 362)

0 ponto (T) de concurso dos tragos sobre mm' jd & um ponto da
interseg¢ao. Basta entao determinar mais um ponto da interse-
¢ao e para tsso traga-se um plano horﬂ,zontaZ(Y)auxllzar que
intercepta os planos dados segundo duas horizontais que tém em

(I) o ponto comum e que ¢ o outro ponto da intersecao deseja-
da. A reta (T)(I) é a solugdo.

4
J -
-]
iﬂ' V' V’ JP' r" 3'-
B TiT4 Vs "]
I
Y r
S
n

Fig.362
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100 ¢ Determinar a intersegdo de um plano frontal (o) que contém o ponto
com um plano (8) perpendicular ao (B 1 ) .

A [4;2;1]
m [0;0;0]
B'\7r':_4oc_>

SOLUGAO: (fig. 363)

oL H A

Fig-363

Se o plano frontal contém o ponto (A), serd facilmente tra
do porque a projegdo horizontal do ponto estara sobre o tT
do plano. Se o plano(B)é perpendicular ao(B_).ele tera 08
cos simétricos a Linha de terra e por isso,+e suficiente 4
nas o conhecimento de um angulo que qua
com a linha de terra. Como sé foi dado o angulo do trago
zontal, serd o mesmo o do trago vertical.

A reta frontal (r) é a solugao.

ho

lquer dos tragos fozd

ITIVA |
pESCR 225

101 Determinar a intersegdo de dois planos quaisquer, (o) e (8) 5
de concurso dos tragos sGo respectivamente (T) e (J). rEMlcR . [pamtox

m [0;0;0] 0 [6;0;0]

am' =600 o ~300
/\' ~
Bn' =750 8% = _1200
SOLUCJO: (fig. 364)
4
&
B’
gr 1) reg I 2
2
kJ’ i
f

Fig. 364 3

Ver: £ oq-
7
fica-se pelos dados que os dois tragos verticais dos pla

7103

pont;la;as_zn:ncont{am nos limites da épura. Tem-se apenas um
Rentaio & ersegao que e o ponto de concurso dos tragos hori
B o que faz conhecer H' sobre a linha de terra.Usando-
(r) 7 z;sc)zno ho.r'z,zontaé(Y)aua:iZiar, teremos nas horizontais
=N as intersegoes do plano (Y) com os pZanos(a_)e(B)dados
ornac. I'ponto de encontro das suas projegbes horizentais que’
(%) A s_obre o trago vertical do plano auxiliar. A reta

e a tntersegao desejada.




0BS.

‘No inieio do e$tudo sobre "intersegao de planos" na

tra A, foi esclarecido que, para se obter a intersecao
dois planos, bastava determinar doits pontos que foss
comuns aos planos ou apenas um ponto desde que conhecd
a diregao da intersegao. Entao, quando os tragos de me
mo nome de dois planos ndo se encontram nos limites da
pura, podemos empregar outra solugdo que nao a exposta
exercicio 101. S

Sejam os planos(a)e(B)eujos tragos horizontais por e

~ % . . - .

plor nao se encontram nos limites da epura (fig.365).
mo os tragos verticais de(a)e(B)se eruzam em V' que d
sobre mn' , esse ponto (V) ja & um ponto da_ interse,
procurada, como sabemos. E, como as intersegoes de d
planos paralelos com um terceiro plano sao duas Petas
ralelas, utiliza-se um plano auxiliar (Y) que seja bp
lelo ao plano (BZpor exemplo. Esse plano (v) intercepﬁ
plano (afsegundo a reta (V1) (H7) a qual a intersegaa |
curada serd paralela. Tem-se assim um ponto da 1inter:
¢do desejada que é o ponto (V) e a sua diregdao, que é
reta (Vi) (H7). Basta entdo pelo ponto (V) tragar a r

(r) paralela a reta (Vi) (H1) e que é a solugao.

Fig. 365
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Achar a intersegdo de dois planos (a)
tram nos limites da &pura.

102 ¢

e (B) cujos tragos ndo se encon-

(Exercfcio sem coordenadas).

soLUCAO: (fig. 366)

Y} V-1 ad
™ 24/ riss; r° 25 .
K 1 r'ss’ 17 .

1 2 12s 19,
ol I B
M
Fig. 366

mepc' o
7 g
& ¢i1o semelhante ao anterior.

L Nao se possuindo d<i

. neniy % e . P uindo diretamen-—

plZO"taig zz;:g_da 1nte;se¢ao, s8ao necessarios dois planos ho
a iTare - ; ; =

erseqzy 8, obtendo-se assim os dois pontos da in

desejada que, unidos, formecem a reta solugdo(M)(I).
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o ° l a 2 ’
. . go de um plano horizontal (o) de cota igual a 2,
s Detell’mlnar(osl;tersegrg‘l)elo ao IEB ) de cota igual a 3. (a unidade & o
um plano pa P
soLuglAo: (fig. 367)

s6 foi dada a cota; mas, sendo paraéelolzzée
- alelo a wmn' e de tragos simetr;co§ em rflagz: im p%d
e A reta intersegao de um planohorizonta co

bkt evidentemente so podera ser u

‘nha de terra, e ente vod Y
'??ZZiiigrgzgztal e que terd sua projegao vertical sobreot

. ; ma reta desse glano.Uqan
o hz;gzzzial(YgozzmzezzleiarL produzira duas int
ol planooz Zgnos dados cujas projegoes horzz?nta;s se 7
se¢oestcomem Mpque fornece M' sobre o trago Lo : igse D
ter?ﬁﬁ ZZa a-se a frontohorizontal (r)_que é a so uigm; .
223' Poderia ser usado um plano de perfil auxiliar,
rd no exercicio a seguir.

Do plano (B)

Bﬂ.l ) V'

e’ vi_ M. r
ﬁ.
H7 =
- v
. .
&n
V2.4
o N
Fig 367
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104 ¢  Determinar a intersegdo de dois planos (a) e (B) paralelos alinha de
terra segundo o diagrama abaixo:
am!
gm'
2,5 3,5
-3 1,5 am *
B

soLugho: (fig. 368)

Usou-se agora,
igualmente ter
anterior. Esse
gundo as retas

onde passam as
vidente, s pod

como plano auxiliar,

stdo utilizado um qualquer,

plano auxiliar intere
V'H; e ViH3 que se in
o plano de perfil tem
projegoes da interse
e ser uma fronto hori

o de perfil(y)mas poderia
como no exercicio
epta cada plano dado, se-
terceptam em (I).Desfeito
©8 as projegoes I e I'por
¢ao pedida que, como & e-

zontal.

gn
s v’ o’
P | sn’ —
r (1) re .
Hy H3
{ // /r .
B 4///2;;lﬂ' //
P —
¥
S V- 2.4
173 o
Fig-368

En
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105 e Mesmo exercicio anterior, porém os planos dispostos segundo o diagrama ga Ao et de vl Cll S el ke et " )
: rra com o
I

x0:
an'=3
QTT: aTm =2
B
3
2 ~
_ I] o . goLugho: (fig. 370)

veando-sge um plano de perfil(y)auxiliar, suas intersegbes c
os planos dados, apos seu rebatimento, saqQ V'H, com(q) O(BOT
que forma o angulo de 450 commn'ecom o(B.),as éuaié gee' £ ;
ceptam em (M;) que fornecem M e M' desfa;endo—se o rebaiZmzZ:

1] s hacg
to. Por M ¢ ! tragam-ge as projegoes da frontohorizontal so

lugao.

sorLvgho: (fig. 369)

Utilizando-se como plano auxiliar o qualquer(y)de tragos co
correntes em (T), este plano intercepta 08 planos dados, s
gundo as retas quaisquer (V)(H) e (V1)(H7). O ponto de cone
so das projegoee horizontais é I, na mesma linha de chamada
I' que é o ponto de concurso das projegoes verticatis daquel
intersegoes. A reta frontohorizontal do 29 diedro tragada

lo ponto (I) é a solugao.
A solugdo seria a mesma se fosse empregado um plano de perf

auxtliar.
d”-l ?”. Vl
(8,)
—M ) ‘
- o] ﬁ”;ﬁﬁ'fﬂl_f'
= ol /
H —
g

Fig- 370




107 o Determinar a intersegdo de um plano (a) que contém c ponto (T)  co
plano definido pela linha de terra e o ponto  (A).

25

(A) [4;];2] am'= 459
~
m [0;0;0] o = =0

SoLU¢Zo: (fig. 371)

Se um dos pianos passa pela linha de terra, o préprio pon
(T) de concorréncia dos tragos do plano(a) Jja é um ponto
intersegao procurada, bastando, pois, procurar apenas mats
ponto dessa intersegao, o que se comse<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>